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Introdugao

Estatistica transforma dado em informacgao

Questdes basicas de contagens, enumeragdes e recenseamento sem-
pre foram preocupagdes das mais antigas civiliza¢oes, tanto do ponto
de vista econémico, quanto do ponto de vista social. Os imperadores,
ou governantes, ordenavam recenseamentos com o intuito de conhecer
sua populacdo para assim realizar cobrangas de impostos e para o re-
crutamento militar. Os registros histéricos mais antigos indicam que o
primeiro censo, para fins agricolas e comerciais, foi realizado em 2238
a.C. pelo primeiro Imperador da China. Nessa época, a Estatistica ndo
era uma ciéncia e nem tinha um corpo para assim ser caracterizada.

A importancia dos métodos de coleta de informagdes veio seguida
da melhoria dos meios de andlise dos dados obtidos, o que pode se
chamar atualmente de Estatistica Descritiva. No século XVI, o italiano
Francesco Sansovini prop6s uma orientagdo descritiva aqueles que li-
davam com as coletas dos dados estatisticos e, no século XVIII, aleméaes
aprimoraram o método italiano apresentando uma melhor sistematiza-
¢do e defini¢do. Isso porque, cada vez mais, os estados necessitavam
de mais informagoes para tomadas de decisdes. Essa necessidade da
administracdo publica leva & associagdo da palavra estatistica a palavra
latina Status (Estado). No entanto, a palavra estatistica foi cunhada pelo
académico aleméao Gottfried Achenwall (1719-1772) com o termo Staa-
tenkunde, em 1746, que deu origem a designagdo atual. Na Enciclopédia
Britanica, o verbete Statistics apareceu em 1797.

Embora a palavra estatistica tenha tido associacdo com a palavra
estado em sua origem, atualmente a sua definicio abrange muito mais
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viii Introdugio

do que contagens, tabelas, graficos e calculo de medidas, como veremos
no decorrer do texto.

Um pouco antes do aparecimento da palavra que origina o termo
estatistica, o estudo da sua base tedrica, Probabilidade, ganhou status
de ciéncia quando Jacques Bernoulli provou uma das versdes da Lei
dos Grandes Ntumeros. Isso evidéncia que, para uma andlise precisa
de Estatistica, em toda sua dimenséao, deve-se conhecer o desenvolvi-
mento da Teoria de Probabilidades. Com uma boa base de Teoria de
Probabilidades, fica mais facil de entender a extrapolagdo de resulta-
dos relativos a um subconjunto da populagdo, ou amostra, para toda
populacdo, o que é denominado de Inferéncia Estatistica. Posterior-
mente, os modelos estatisticos, que tem como base a Teoria de Pro-
babilidade, tornam-se mais maledveis, pois certamente sdo melhores
empregados dada a melhor compreensdo de sob quais circunstancias
se aplicam, o que ndo implica em resolucdo imediata do problema em
questdo, visto que o comportamento probabilistico pode ser de dificil
modelagem.

Atualmente, a Estatistica é considerada uma ciéncia multidiscipli-
nar, que tem um elo com a Matematica Aplicada e com a Informaética,
que fornece métodos para coleta, organizacdo, descricdo, andlise e in-
terpretagdo de dados e para a utilizacdo dos mesmos na tomada de
decisdes. Seu objetivo é o estudo da variabilidade para a tomada de
decisoes frente a esse tipo de incerteza.

Como a variabilidade e a incerteza estdo presentes em todas as dreas
do conhecimento, a Estatistica é um ciéncia crucial para resolver uma
série de problemas com uso de metodologias apropriadas a partir da
andlise dos dados coletados.

A utilizacdo de técnicas destinadas a andlise de diversas situag¢des,
complexas ou ndo, tem aumentado e faz parte do nosso cotidiano. No
passado, tratar uma grande massa de dados era uma tarefa custosa e
cansativa, que exigia horas de trabalho tedioso. Recentemente, no en-
tanto, grandes quantidades de informagdes podem ser analisadas rapi-
damente com um computador pessoal e softwares adequados. Desta
forma, o computador contribui de maneira crucial na difusdo e uso
de métodos estatisticos. Por outro lado, o computador possibilita uma
automacio que pode levar um individuo sem preparo especifico a uti-
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lizar técnicas inadequadas para resolver um dado problema. Assim, é
necessdria a compreensdo dos conceitos basicos da Estatistica em toda
a sua abrangéncia, incluindo Estatistica Descritiva, Probabilidade e In-
feréncia Estatistica, para posterior compreensdo e interpretacdo de uma
modelagem mais rebuscada.

Histéria da estatistica

A estatistica de massa, ou contagens, iniciou-se nos grandes Impé-
rios da Antiguidade, como Grécia, Roma, Egito, India e China, entre
outros, tendo como principal objetivo a administragdo dos bens, ho-
mens, armas e obras publicas do Estado. Os registros histéricos mais
antigos indicam que o primeiro censo foi realizado em 2238 a.C. pelo
primeiro Imperador da China. Os romanos registravam os nascimen-
tos e as mortes para fazerem os censo do ntimero de homens aptos a
guerrear e também com objetivo de taxacdo e cobranga de impostos.

A partir do século XVIII, a Estatistica comecgou a caminhar para a
ciéncia que conhecemos hoje. Foi quando deu inicio a ligagdo entre
Probabilidade e os conhecimentos estatisticos, surgindo a Inferéncia
Estatistica. E nesta época também que se originou-se a palavra “es-
tatistica” e o desenvolvimento da Demografia.

Na segunda década do século XIX e principalmente no inicio do
século XX, acelera-se o desenvolvimento da Estatistica, tendo como
principal responsavel, Sir Ronald A. Fisher, conhecido como o “Pai”
da Estatistica moderna. E na primeira metade do século XX que desen-
volveu-se e sedimentou-se a grande parte da metodologia estatistica,
desde as bases axiomaticas das probabilidades, passando pela Inferén-
cia Estatistica Classica e Bayesiana, Andlise de Regressdo, Delineamen-
to e Anélise de Experimentos, Andlise Multivariada, Analise de So-
brevivéncia, Andlise Nao-Paramétrica e Andlise de Séries Temporais,
consolidando-se aplicagdes importantes nas areas bioldgicas, agrarias,
industriais, econdmicas, além dos levantamentos populacionais.

A maior revolugdo nessa ciéncia, ocorreu por volta de 1970, mu-
dando o foco da Estatistica para sempre: o rdpido desenvolvimento e
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disponibilidade dos computadores e softwares mudou completamente
o significado da realizacdo de uma andlise estatistica. Influenciou tam-
bém na facilidade com que cientistas e profissionais podem coletar e ar-
mazenar dados, dando inicio a uma nova era, com intimeras possibili-
dades para a implementacédo de novas e antigas idéias, a partir de abor-
dagens em maiores escalas e solugdes computacionalmente intensivas.
Como consequéncia, no final do século XX, foi possivel uma explosdo
de novas possibilidades em termos de metodologias e aplicagdes, au-
mentando ainda mais o grau de interdisciplinaridade. De forma resu-
mida, os avangos da estatistica estdo relacionado com a computagdo da
seguinte maneira:

e 1960: maquinas de calcular manuais, elétricas e eletronicas;

e 1960 — 1980: “grandes computadores”: IBM 1620; CDC 360; VAX
etc; cartdes e discos magnéticos; FORTRAN;

e 1980 até recentemente: computadores pessoais; supercomputado-
res; computacdo paralela; “clouds”; C; C+; S; Pacotes estatisticos:
S-Plus, SPSS, Minitab etc. Repositério R; Data Mining: redes neu-
rais, support vector machines.

e Era do ”Big Data”: Andlise de microarrays em Bioinformatica; Da-
dos de alta frequéncia em finangas; taxas de cambio e taxa de juros;
Dados meteoroldgicos, oceanogréficos e astrondmicos; Simulagoes.

Definic¢oes de estatistica

Como mencionado anteriormente, a palavra “Estatistica” foi origi-
nalmente derivada da mesma raiz da palavra “Estado”, ja que foi a
fungdo tradicional de governos centrais, no sentido de armazenar re-
gistros da populagdo, nascimentos e mortes, producdo das lavouras,
taxas e muitas outras espécies de informagdo e atividades. A conta-
gem e mensuragdo dessas quantidades gera todos os tipos de dados
numéricos ou ndo que sdo tteis para o desenvolvimento de muitos ti-
pos de fung¢des governamentais e formulagdo de politicas publicas.
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Conjunto de dados sdo de fato uma parte da Estatistica, mas sdo
apenas a matéria-prima, que precisa ser transformada pelos “métodos
estatisticos” para posterior andlise. A Estatistica, como um método
cientifico, refere-se ao planejamento de experimentos e a descrigdo e
interpretacdo de observagdes que sdo feitas. De um ponto de vista mo-
derno, a Estatistica é frequentemente definida como um método de to-
mada de decisdo em face da aleatoriedade dos fendmenos. Em uma
perspectiva mais ampla, o escopo da Estatistica pode ser pensado em
termos de trés areas diferentes: a Estatistica Descritiva; a Estatistica In-
dutiva (Inferéncia); e a Teoria da Decisdo Estatistica.

De forma mais sucinta as seguintes defini¢des podem ser considera-

das:

1. A Estatistica é um conjunto de técnicas que permite, de forma sis-
tematica, organizar, descrever, analisar e interpretar dados oriundos
de estudos ou experimentos, realizados em qualquer area do conhe-
cimento.

2. A Estatistica é uma cole¢do de métodos para planejar experimentos,
obter dados e organiza-los, resumi-los, analisa- los, interpreta-los e
deles extrair conclusodes (Triola, 1998).

3. “Estatistica é a Ciéncia que permite obter conclusdes a partir de da-
dos” (Paul Velleman).

4. Estatistica é a ciéncia que transforma dados (registros) em informa-
¢do.

A interdisciplinaridade da estatistica

O emprego da estatistica se d4 em todas as areas do conhecimento
e, dessa forma, todas as institui¢des tem informagoes para serem trata-
das, desde seu uso mais bésico ao seu uso mais sofisticado. Institui¢des
publicas e privadas como IBGE, EMBRAPA, Ministérios, Bancos e Se-
guradoras, Operadoras de plano de satide, Industrias, Hospitais e Insti-
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tui¢des de Pesquisa na drea médica e biol6gica, Universidades, Centros
de Pesquisa, entre outros, sdo locais que fazem uso de ferramentas es-
tatisticas.

A direcdo de uma empresa de qualquer tipo, incluindo as estatais
e governamentais, exige de seu administrador a importante tarefa de
tomar decisdes, e o conhecimento e o uso da Estatistica facilitardo seu
triplice trabalho de organizar, dirigir e controlar a empresa. Por meio de
sondagem, de coleta de dados e de recenseamento de opinides, os ges-
tores podem conhecer a realidade social, os recursos naturais, humanos
e financeiros disponiveis, as expectativas da comunidade sobre a em-
presa, estabelecer suas metas, e objetivos com maior possibilidade de
serem alcancados a curto, médio ou longo prazo. A Estatistica ajudara
nas demandas de trabalho que surgem de forma mais simples no dia
a dia, como também na sele¢do e organizagdo da estratégia a ser ado-
tada no empreendimento e ainda na escolha das técnicas de verificagdo
e avaliacdo da qualidade e da quantidade do produto e mesmo dos
eventuais lucros e/ou perdas.

A Estatistica apontard caminhos mais viaveis e praticos. Na leitura
de um banco de dados, é capaz de minerar os dados para uma tomada
de decisdo mais assertiva. Na drea de seguros/planos de satde, in-
dica modelos de custo/precos dos seguros que garantem o equilibrio
financeiro das seguradoras, elabora pesquisas dos servicos ofertados,
revisa contratos firmados, evitando prejuizos, entre outras atividades.
Em 6rgdos publicos, a Estatistica estd inserida em todas etapas de levan-
tamento de dados para estratégias de investimentos, melhorias, des-
tino de verbas a locais mais necessitados, verifica regides com maior
incidéncia de crimes, identifica causas e propde agdes para eliminar ou
sanar os problemas, além de atuar em diversos e amplos trabalhos de
grande responsabilidade. Na drea de satde, pode participar tanto de
testes de novos medicamentos como indicar caminhos para prevenir o
aumento de custos das patologias no mais diversos aspectos. No mer-
cado financeiro, pode atuar no suporte de modelos econdémicos, carac-
terizar os clientes bancarios em diferentes formas, fornecendo ao gestor
o melhor meio de se relacionar com o clientes. Em lojas de varejo, a
Estatistica é capaz de sugerir promogdes para atrair o cliente, pois con-
segue determinar o perfil de consumo do mesmo, aumentando o fatu-
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ramento da empresa. Na area de marketing, é capaz de determinar a
melhor maneira de elaborar uma propaganda (peca publicitdria) e até
indicar os melhores pontos de mercados para atuagdo da empresa e me-
lhores nichos de mercado comprador do produto. Em uma industria,
essa ciéncia aperfeigoard os processos produtivos, ird medir, entre ou-
tras variaveis, a produtividade de uma méquina por hora, ird avaliar a
qualidade dos produtos, checard as informagdes sobre itens fabricados
com defeitos, entre outros.

Diante de tudo isso, a Estatistica proporciona aumentar os lucros,
otimizar processos e aumentar o ganho de produtividade das empresas.
Na vida particular, em varios momentos de um dia, vocé de alguma
forma utiliza ao menos um conhecimento estatistico que vocé tem sobre

varias ocasioes.

Vocé toma decisdes com estatistica?

Na vida, qualquer pessoa mais prudente avalia uma série de infor-
magdes e muitas vezes nem sabe que estd lidando com uma decisdo
estatistica.

“Amanhd vou sair de casa 15 minutos mais cedo para ndo chegar
atrasado(a) na escola”. Como é que eu decidi isso? Adivinhei que
o transito estard pior? Dessa forma, em um tnico dia, vocé é capaz
de utilizar uma forma simplificada de método estatistico. Nos casos
apresentados, leva-se em consideragdo informagdes de um passado re-
cente ou remoto para decidir a respeito de uma determinada situagdo e
muitas vezes nem se repara que isso esta ligado a um pensamento es-
tatistico. O fato de sair de casa mais cedo pode estar atrelado a saber
que amanhd é véspera de um feriado, que estard chovendo, que ha a
necessidade de passar em algum lugar antes, que passard por outro ca-
minho? Todas essas informagdes sdo motivagoes para a decisdo tomada
e isso é pensar de forma estatistica.

Por mais bdsica que possa ser a informagdo, ela é capaz de solucio-
nar determinada atividade sem maiores problemas. Ter uma informa-
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¢do com alta chance de se tornar real lhe deixa um passo a frente de
outras pessoas. Um dado nédo processado (analisado) ndo vale nada.

A Estatistica Dedutiva e a Indutiva

Ap6s emprego de técnica e coleta dos dados, geralmente obtidos
de toda a populacdo, via censos, ou de parte da populagdo, através de
amostras (com uso de métodos de amostragens apropriados), passa-
mos a parte da estatistica denominada de dedutiva, também conhecida
como Estatistica Descritiva, que se encarrega, como o préprio nome diz,
de descrever o conjunto de dados, desde a elaboragdo da pesquisa, via
tabelas, gréficos, até o cdlculo de determinada medida.

Para anélise dos dados provenientes de amostras, que de forma
intrinseca contém a incerteza, a Estatistica Descritiva ndo é suficiente
para concluir, ou melhor, inferir ou induzir, o que ha na amostra para
sua totalidade (a populacdo em estudo). Para isso, faz uso da Estatistica
Indutiva ou Inferencial, onde tem por base toda uma fundamentagéo
tedrica, a teoria de probabilidade, que se expande por toda area da In-
feréncia.

Este material aborda a Estatistica Descritiva e a base tedrica de pro-
babilidade para que se desenvolva de forma apropriada a Estatistica
Inferencial.



1

Analise descritivo de dados

A Estatistica é a ciéncia dos dados. Fornece os principios e os méto-
dos para planejar, coletar, classificar, resumir, organizar, analisar e in-
terpretar informag¢des numéricas. O objetivo principal da Estatistica é
auxiliar a tomada de decisdes em situagdes de incerteza com base em
um conjunto de informagdes quantitativas.

1.1 Conceitos Fundamentais

e Dado: Fato e ntiimero coletado, analisado e sintetizado para apre-
sentagdo e interpretacdo.

¢ Unidade experimental: Elemento (pessoa, objeto, transagéo, evento,
etc.) a respeito do qual se coletam os dados.

e Populagdo: Conjunto de unidades experimentais que sio objeto de
estudo.

e Amostra: Subconjunto de unidades experimentais da populagdo.

e Variavel: Caracteristica ou propriedade da unidade experimental.
Chama-se assim devido ao fato de que qualquer caracteristica pode
variar entre unidades experimentais de uma populagéo.

e Medicdo: Processo usado para atribuir ndmeros as varidveis de
unidades experimentais distintas. A medigdo pode ser realizada
usando equipamentos especificos, questiondrios ou contagens.
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e Observacdo: Conjunto de medidas obtidas, correspondentes a de-
terminada unidade experimental.

e Censo: Processo no qual as varidveis sdo medidas para cada uni-
dade experimental da populagdo. E vantajoso em situagdes onde a
populagdo é pequena, quando se exige precisdo completa e quando
se dispde de toda a informagdo necessdria para atingir os objetivos
do estudo.

o Pesquisa Amostral ou Amostragem: Processo de realiza¢do de uma
pesquisa para coletar dados de uma amostra. E vantajosa quando a
populacdo é infinita (isto é, muito grande), quando ha necessidade
de destruir a unidade de observacdo ou por motivos operacionais,
entre outros.

1.2 Técnicas de sele¢ao de amostras aleatérias

Defini¢ao 1.1. A amostragem aleatdria simples seleciona uma amostra
de tamanho 7 de forma que TODAS as possiveis amostras de tamanho
n tenham a mesma chance de serem selecionadas.

Definicdo 1.2. A amostragem aleatoria estratificada classifica a popu-
lacdo em pelo menos dois grupos ou estratos para selecionar uma amos-
tra de cada um.

Definicdo 1.3. A amostragem aleatoria por conglomerados divide a
populacdo em grupos ou setores, selecionam-se aleatoriamente alguns
desses grupos e todos os elementos dos mesmos sdo observados.

1.3 Areas da Estatistica

A Estatistica divide-se basicamente em:

o Estatistica Descritiva: E a primeira etapa da anélise dos dados.
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Compreende técnicas para a organiza¢do, o resumo e a apresentacdo
das observagdes. Se utilizada em uma amostra essas técnicas ape-
nas descrevem os dados em questao;

e Inferéncia Estatistica: £ um conjunto de técnicas que se baseia na te-
oria de probabilidade para extrapolar as informagdes de uma amos-
tra para toda a populagdo.

Um estudo estatistico pode ser representado por meio do seguinte

esquema:

Populagdo Estatisticadescritiva

1.4 Estatistica Descritiva

Frequentemente as pesquisas geram grandes quantidades de dados.
A Estatistica descritiva pode ser usada como uma ferramenta impor-
tante para o correto tratamento desses dados, através da qual podem
ser obtidas conclusées validas. E conduzida por meio de duas aborda-
gens:

o Representacdes tabulares e graficas.
e Medidas numéricas.

O tipo de varidvel sob estudo determina a abordagem a ser usada na
andlise.
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1.4.0.1 Classificagdo das varidveis

As variaveis sdo classificadas de acordo com os valores que assu-
mem. Elas podem ser:

¢ Qualitativas (ou categoricas), se seus valores sdo categorias, quali-
dades ou atributos dos individuos. Ainda se subdividem em:

— Ordinais - quando essas categorias admitem alguma ordenacao
logica;

— Nominais - quando esses atributos ndo podem ser ordenados
logicamente;

e Quantitativas, se seus valores sdo ntmeros, geralmente resultados
de contagens ou medicdes. Ainda se subdividem em:

— Discretas - seus possiveis valores formam um conjunto finito,
ou infinito enumeravel. Um conjunto é enumerdvel se é possivel
estabelecer uma bijegcdo entre seus elementos e um subcon-
junto de Z;

- Continuas - seus possiveis valores formam um conjunto nédo
enumeravel.

Esquematicamente:

Qualitativa Quantitativa

N N
_ - ~_ _ - ~

~ N , - T~ ~ N
Ordinal Nominal Discreta Continua

S+ 3

Exemplos:

- Classe social;

- Escolaridade;

- Categorias do UFC.

Exemplos:
- Cor;
- Sexo;

Exemplos: Exemplos:
- Idade; - Renda;

- Num. de filhos; - Altura;

- Religiao. - Tam. da familia. - Temperatura.




Andlise descritivo de dados

1.4.1 Representagao Tabular

1. Distribuicdo de frequéncias: Resumo tabular de dados mostrando

o numero (frequéncia absoluta) de elementos em cada uma das di-

versas classes ou categorias. No caso dos dados quantitativos, é
necessario definir intervalos de valores ndo sobrepostos. Esquema-

ticamente:

Grande

quantidade de
’ observagdes

Como  resumir

. I Frequéncia com que |
e extrair - q q

os valores ocorrem !
-

Distribuicdo
de frequéncias

informagoes?

1.4.1.1 Casos qualitativo e quantitativo discreto (poucas obser-

vagoes diferentes)

Seja X uma varidvel. Suponha que x1, x2, . .., x,; sdo observagdes de
X. As observagdes x1, X2, ..., X, podem ser os valores de X para a
populacdo completa ou apenas uma amostra de X. Agora, consi-

dere que:

i. dos valores x1,xp, ..., x,, apenas k < n sdo diferentes;
ii. o restante sdo apenas repeti¢des desses valores;
iii. sejam x7,x3,...,x; as observagoes diferentes;

iv. suponha que o valor x; se repetiu n; vezes,i = 1,2,...,k.

Defini¢do 1.4. A distribuicdo de frequéncias de X em x9, xp, ...

é dada por

X Xj Xy ... Xp Total

k _
Freq. |ny ny ... nmg | Liyni=n
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Observagoes:

- Se X for ordinal ou discreta, os x; devem ser dispostos de

forma que
X] < x5 < e <X

- A distribuicdo de frequéncias fornece um resumo consideravel
dos dados;

— Neste caso, ndo ha perda de informagdo ao utilizar essa técnica
’

- A frequéncia com que os valores de X ocorrem fica evidente;

- Utiliza-se esse tipo de distribui¢do de frequéncias no caso dis-
creto quando k < n.

1.4.1.2 Exemplo 1

Seja X = “Tipo de musica preferida”. Neste caso X € {p,r,s},
onde p = pagode, r = rock e s = sertanejo. Suponha que n = 40
pessoas foram entrevistadas e o valor de X para cada uma delas foi
verificado. Os dados sdo

s ppp s p s s rp
s r p s r p s s pp
p s r s s p pp s s
p r s s r s pp p s
Assim, a distribuicdo de frequéncias de X é apresentada em uma

tabela da forma:

X |p r s|Total
Freq. 40

As frequéncias sdo obtidas contando o ntimero de unidades que
apresentam cada categoria (p, r e s), assim

s ppp s p s s v p
s r p s r p s s pp
p s r s s p p p s s
p r s s r s pp p s
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Assim, np = 17. Da mesma forma obtem-se n, = 6 e ng = 17.
Portanto, a distribuicdo de frequéncias de X é

X p r s |Total
Freq. |17 6 17| 40

1.4.1.3 Exemplo 2

O RH de uma empresa com 600 funciondrios deseja fazer um levan-
tamento com respeito A” escolaridade e ntiimero de filhos (varidveis
E e N, respectivamente) dos mesmos. Uma amostra de n = 30 fun-
ciondrios forneceu as seguintes observacoes:

i Ei Ni i Ei Ni i E,‘ Ni
1 f 311 f 2021 f 2
2 s 2]12 s 02 s 2
3 f 2013 f 2023 f 1
4 m 1|14 s 1|24 f 2
5 s 1|15 f 3|25 f 2
6 m 1|16 s 0]26 s 1
7 f 2017 m 1|27 s 2
8 s 3|18 f 1[28 s 1
9 m 1|19 m 1][29 f 3
10 m 220 m 2 (30 m 3

f = “fundamental”, m = “médio” e s = “superior”

— Tabela de frequéncias para a variavel E: Realiza-se a contagem
das vezes que se repete cada uma das categorias (f, m e s).



8Introdugio a probabilidade e estatistica Exemplos e aplicagoes no R. Versio preliminar. Ultima atualizagio: 20 de dezembr

i Ei N;|i E N;j|i E N;
1 f 3|11 f 2|21 f 2
2 s 2|12 s 01]22 s 2
3 f 2|13 f 2|23 f 1
4 m 1|14 s 1|24 f 2
5 s 1|15 f 3 (25 f 2
6 m 1|16 s 026 s 1
7 f 2117 m 1|27 s 2
8§ s 3|18 f 1|28 s 1
9 m 1|19 m 1|29 f 3
10 m 2120 m 2 |30 m 3

ng=12,n, =8ens; =10

Assim, a distribui¢do de frequéncias de E é dada por

E f m s | Total
Freq. |12 8 10| 30

Andlogamente, a distribuicdo de frequéncias da varidvel N obtem-
se a partir da contagem das unidades observadas em cada categoria
da variavel (0, 1, 2, 3). A distribui¢do é dada por

N (0 1 2 3| Total
Freq. |2 11 12 5| 30

2. Distribui¢do de frequéncias relativas: Constantemente interessa
determinar a propor¢do ou porcentagem de items em cada classe
da varidvel. A frequéncia relativa de uma classe é igual a fracdo ou
proporcao de unidades experimentais que pertencem a uma classe.
Particularmente 1til quando interessa comparar duas ou mais po-
pulagdes com diferentes tamanhos. Considere o seguinte esquema:
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Populagéo 1 Populagéo 2
! !
| |
e T e e T ‘
S W T SRS NP I N

,,,,,,,,

Como comparar?

!
!
-

Frequéncia

relativa

Definigao 1.5. Suponha X uma varidvel com a seguinte distribuicdo
de frequéncias:

X Xjoxy ... Xp Total

Freq. | ny np ... wmng Zﬁleni:n

A frequéncia relativa do i-ésimo valor (x}) é definida por f; = 7. A
distribuicdo de frequéncias relativas é dada por

X Xjoxy o o...oXxg Total

Freq | fi fo .- fi [N fi=1

1.4.1.4 Exemplo 2 - Continuacao

Suponha que todos 600 funciondrios foram questionados e que as
distribui¢oes de frequéncias de E e N neste caso sdo:

E f m s | Total
Freq. | 230 180 190 | 600

N 0 1 2 3 | Total
Freq. | 30 230 235 105 | 600
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As distribuicdes de frequéncias relativas de E e N para a amostra e
para a populacdo sdo dadas, respectivamente, por

E f m s Total E f m s Total
Freq. 0.4 0.27 0.33 1 Freq. 0.38 0.3 0.32 1
e
N 0 1 2 3 Total N 0 1 2 3 Total
Freq. 007 037 04 016 1 Freq. | 005 038 039 018 1

1.4.1.5 Casos quantitativos continuo e discreto (muitas observa-
¢oes diferentes)

Neste caso: x1, ..., X, tem muitas (ou todas) observagdes diferentes;

0 método anterior nem resume e nem extrai informacao dos dados.

Alternativa - Agrupar valores préximos em intervalos, assim

1. Escolha ag < ay tais que x1, ..., x, € [ag, ag;

2. Fixe uma parti¢do I; = [ag,a1], ; = (a;_1,a;],1 =2,...,k, isto

€,
k
U I = [ao,ak] el;iN I]‘ =Q,i#j;
i=1
3. A frequéncia n; é o ntimero de observagdes do intervalo I;.
Esquematicamente:

L b Iy

Il |
r T T T 1

ao a az as ay

1

1
4

2

n
ny
ng3 =0
ny =
k-1 =
n 1

Definic¢do 1.6. A distribuicdo de frequéncias dos dados x1, ..

L, Xy é
definida por

X | lag,m] (ay,a2] ... (ax—1,ax] Total
Freq. np 1y . 1y 2;‘21 n=n
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Amostras de tamanhos diferentes sdo comparadas por meio de suas
frequéncias relativas.

Definic¢do 1.7. A distribui¢do de frequéncias relativas de xy,...,x,
é definida por

X | lag,m] (a1,a2] ... (ag_1,a] Total
Freq. | fi ... fr YK fi=1
onde f; =n;/n,i=1,2,...,k.

Problema: Se os intervalos forem de grande amplitude, possivel-
mente haverd frequéncia relativa alta. Pode-se contornar esta situagao
por meio de duas alternativas:

A: Estabelecer intervalos de mesma amplitude da seguinte forma
* fixa-se a quantidade k de intervalos;
* toma-se ag = min(xq,xp,...,%X,) €4 = max(xq,x,...,X,);
« obtem-se a amplitude dos intervalos por h = %%0;
* calcula-se o limite superior do i-ésimo intervalo por
a,=a;,_1+h=ay+ihi=1,2,...,k

Observagoes:
1. Quando k aumenta, a perda de informagdo e capacidade
de resumo dos dados diminuem;
2. Quando k diminui, aumentam a perda de informacéo e a
capacidade de resumo dos dados;
3. Sturges (1926) sugere a utilizagdo de k = 1 + 3.3221log;, 1.

B: Utilizar a frequéncia relativa por unidade de medida da varidvel
em estudo. Isto é, a densidade.

Defini¢ido 1.8. Um intervalo I; com frequéncia relativa f; tem
densidade d; = %, onde h; é a amplitude deste intervalo
1

Assim:
* A densidade ndo é influenciada pela amplitude do inter-
valo;

* Quanto maior (menor) a densidade maior (menor) a frequéncia
por unidade de medida da varidvel.
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1.4.1.6 Exemplo 3

Um determinado fabricante de baterias de carro deseja determinar
a vida util (em anos) de seus produtos. Para isso, a vida ttil de
n = 40 baterias foi observada e os dados sdo apresentados abaixo.

20 41 35 45 32 37 30 26
34 17 31 33 38 31 47 37
19 43 34 36 29 33 39 31
33 31 37 44 32 41 19 34
47 38 32 26 39 30 42 35

Primeiramente, calcula-se a distribuicdo de frequéncias para os in-
tervalos

L =[15,20],1, = (2.0,25],..., I, = (45,5.0].

Tem-se que a distribuicdo de frequéncias é dada por

X [1520] (20,25 (2530] (30,35 (3540] (40,45 (4550] | Total
Freq. 4 0 5 15 9 6 1 40

A distribuigdo de frequéncias relativas é dada por

X [1520] (20,25] (2530] (30,35 (3540] (40,45 (4550] | Total
Freq. 0.100 0.000 0.125 0.375 0.225 0.150 0.025 1.000
Observagoes:

1. Ointervalo (2.0,2.5] tem frequéncia relativa f, = 0;

2. Pode-se unir [1.5,2.0] e (2.0,2.5] para que nio haja nenhum in-
tervalo com frequéncia 0.

Utilizando as densidades, tem-se:

X [[1525] (25,30 (30,35 (35,40 (40,45 (45,5.0]
Freq. | 0100 0250 0750 0450 0300  0.050

Pode-se também determinar a distribuigdo de frequéncias com in-
tervalos iguais.
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1. Sejak = 1+3.322l0g,,40 = 6.322 ~ 6;
2. Tem-se
ap = min(xy,...,x,) = 1.7 "e “ay = ag = max(xy,...,x,) = 4.7
G—ap _ 47-17 _ 30 _

3. A amplitude dos intervalos serd h = == = =5 = 5 =
0.5.

A distribuigdo de frequéncias neste caso é dada por

X [17,22] (2227] (27,32] (3237 (37,42] (42,47] | Total
Freq. 4 2 10 13 7 4 40

1.4.2 Representacao Grafica

A representacao gréafica dos dados permite uma melhor visualizagdo
e uma andlise detalhada dos dados analisados. Existem diversos tipos
de graficos que podem ser usados de acordo com o tipo de varidvel de
interesse. Os gréficos mais usados sdo de setores, barras e histograma.

Esquematicamente:

Como Visualizar a
informacdo trazida

pela distribuicao
de frequéncias?

\ /" Ordinal e Discreta \ /' Discreta (com  \

Nominal L.
| | ! (com poucos | vérios valores |
\

\ 1 valores diferentes) ! \diferentes) e conn’nuos/’

(Gréfico de barra:

1. Gréfico de setores: E construido da seguinte maneira:

1. suponha que os valores diferentes da varidvel sdo x7, ..., x;;
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2. sejam fi,. .., fx as frequéncias relativas desses valores;
3. desenhe um circulo de raio arbitrério;

4. represente no circulo desenhado o valor x; através de um arco
de circunferéncia de 4ngulo proporcional a sua frequéncia re-
lativa. Isto é, um arco de comprimento 27tr f;, onde r é o raio

arbitrario.

Esquematicamente:

1.4.2.1 Exemplo 1 - Continuacao

Relembrando, a distribui¢do de frequéncias relativas da varidvel
X = “Tipo de mtisica preferida” é dada por

X p r s | Total
Freq. | 0.425 0.150 0.425 | 1.000

Assim, o grafico de setores de X para a amostra observada no Exem-
plo 1 é dado abaixo.

2. Gréfico de barras: Construido da seguinte maneira:
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1. suponha que os valores diferentes da variavel sdo x] < --- <
Xy

2. sejam fy,. .., f as frequéncias relativas desses valores;

3. desenhe o eixo cartesiano;

4. no eixo das abscissas, emcima dos valores x}‘ See, x,’;, posicione
retdngulos (barras);

5. asbases de todos retingulos devem ter o mesmo comprimento
escolhido arbitrariamente;

6. a altura de um retangulo é dada pela frequéncia relativa do
valor de X que é representado por ele. Isto é, a altura da barra
que representa o valor x; é dada por f;.

Esquematicamente:
AN
fi ,,,,,,,,,,,,, —
fia p-------
R --b-f -
> X

¥
i1 i Yit1

1.4.2.2 Exemplo 2 - Continuacao

Relembrando a distribuigdo de frequéncias relativas de E:

E f m s | Total
Freq. | 04 027 033 | 1

O gréfico de barras para a varidvel E nesta amostra é dado por
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A 40%

33%

27%

v
™

Observagdo: Em um gréfico de barras, um valor com frequéncia 0
deve ser representado.

Suponha que a variavel nimero de filhos (N) do Exemplo 2 tivesse
a seguinte distribuigdo de frequéncias relativas:

N 0 1 2 3 | Total
Freq. | 027 057 0.00 016 | 1

O grafico de barras neste caso é dado abaixo.

1|+ 57%

27%

3. Histograma: E construido da seguinte maneira:

1. suponha que a varidvel X forneceu a seguinte distribuicdo de
densidades:

X |lao,m1] (ar,a2] ... (ax_1,a
Freq. dq dy d

2. desenhe o eixo cartesiano;
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3. no eixo das abscissas, encima do intervalo I; = (a;_1,4;] posi-
cione um retangulos;

4. a base desse retangulo deve corresponder ao intervalo I;. Por-
tanto, ndo deve haver espaco entre as barras;

5. a altura desse retdngulo é dada pela densidade do i-ésimo in-

tervalo, d;.
Esquematicamente:
N
dl 77777777777777
diog fp----
fi
digt f-===fm===-----1------
fi-1
ﬁ+1
> X
-2 i1 ki i1

1.4.2.3 Exemplo 3 - Continuacao

Relembrando a distribui¢do de frequéncias relativas do Exemplo 3.

X [1520] (20,25] (2530] (30,35] (35,40] (40,45 (4550 | Total
Freq. 0.100 0.000 0.125 0375 0.225 0.150 0.025 1.000

Assim, a distribuicdo de densidades é dada abaixo.

X [1520] (20,25] (2530] (30,35 (3540] (40,45 (45,50]
Freq. 0.200 0.000 0.250 0.750 0.450 0.300 0.050

O histograma por sua vez é dado por
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0.75

0.45

37.5%

0.3

22.5%

Relembrando, que os dois primeiros intervalos foram unidos a distribui¢do

de densidades é dada abaixo.

X [[15,25 (2530 (3.0,35] (3.540] (40,45 (45,50]
Dens. | 000 0250  0.750 0450 0300  0.050

Neste caso, o histograma é dado abaixo. Note-se que ndo ha mais

intervalos de frequéncia 0.

0.75

0.45

37.5%

0.3

22.5%

15%

0.1 & 5%
gl

10%

1.4.3 Medidas Numeéricas

O objetivo principal é expressar alguma caracteristica dos elementos
da amostra. As principais caracteristicas de interesse dos dados séo:

e centro (localizagdo); e

e dispersao.
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A vantagem das medidas numéricas é que os dados podem ser resu-
midos por meio de um tinico niimero que representa caracteristicas im-
portantes. Entretanto, como desvantagem tem-se perda de informacdo.

1. Medidas de tendéncia central: Rempresentam o valor tipico dos
dados observados. Esse valor pode ser o ponto de equilibrio, o
ponto central ou o ponto de maior frequéncia dos dados. As princi-
pais medidas de tendéncia central sdo:

— média;
- mediana;

— moda.

1.4.3.1 Média

Defini¢do 1.9. Dadas as observacgoes x1, .. ., x;, a média é definida
por

:\»—\

Z et Xy
TRETT

Suponha que os valores sdo apresentados na forma da seguinte distribuigdo
de frequéncias:

X xjoxy o o... x,’; Total

Freq. | my ny ... mng Zﬁ-‘:lni:n

A média pode ser calculada como

1
x —
n

i :i]]’

nj z A . . f oz .
onde f; = ;! é a frequéncia relativa do j-ésimo valor.
Suponha que as observagdes sdo dadas na forma da seguinte distribuicdo

de frequéncias intervalar:

X | lag,m] (ay,a2] ... (ax—1,ax] Total

Freq. np 1y . 1y Zle n=n
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Problema: Os valores observados sdao desconhecidos.

Parai =1,...,k, deve-se aproximar os valores do intervalo (a;_1, ai]
pelo ponto médio x* = ”’%ﬂ’ desse intervalo. Agora, a média é
aproximada por

=i
%

Y ol = Zf]x;”,

1k k
nia i—1

no A . o
onde f; = 5 é a frequéncia relativa do j-ésimo intervalo.

Caracteristicas:

é influenciada por valores atipicos;

nao recomendada em dados assimétricos;

s6 é calculada em varidveis quantitativas;

no caso intervalar, quanto menor for o ntimero de intervalos,

menos precisa serd a aproximagdo para a média.

1.4.3.2 Mediana

A Mediana divide os dados de forma que 50% deles sdo menores
ou iguais e 50% deles sdo maiores ou iguais que a mediana. Esque-
maticamente

Ordenacao

Mediana
!

Valor central (se n fmpar)
Meédia dos valores centrais (se 1 par)
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Ordenagio

Mediana
!

Valor central (se 1 fmpar)
Meédia dos valores centrais (se 1 par)

Defini¢do 1.10. Dadas as observagdes x, ..., X;, sejam X(1)r- s X(n)

esses valores ordenados, isto é, X(1) < ... < X(n)- A mediana é
definida por
x(ﬂ), se n é impar;

5 B+l 2
—4——5—+*—, senépar.

Problema: No caso intervalar, o valor da mediana deve ser aproxi-
mado.

Solugio: Suponha a distribuigdo de frequéncias relativas abaixo:

X (a0, @1] (a1,a2] e (ak—1, ax] Total
Freq. f f fe i fi=1
Freqacum. | F=fi bh=Fh+fp -+ FK=F 1+fi=1 x

Denominamos F; = fi e F; = F_q1 + f;, i = 2,...,k, de frequéncias
acumuladas. Seja I; o primeiro intervalo tal que F; > 0.5. Isto é, 1 é
o menor valor em {1,...,k} tal que F; > 0.5. Deve-se aproximar a
mediana por
Med ~ a;_1 + M
d

Esquematicamente:
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s
-
-
s
-
“
c e P

-1 a

Olhando o retdngulo de base (a;_1, 4;], tem-se o seguinte gréfico.

05— F

a1 a

Med —ay_4

Assim,

S5—F
05— F_1=d; x (Med—a;_1) = Med ~ a;_1 + %
1

Olhando o retangulo de base (4;_1, 4;], tem-se o seguinte grafico
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T

g
d | Med
) 2
o L7
7/
ar— ai
o

Med — a_q

Dai,
05—F_4

05— Fl*l = dl X (MEd — ﬂ[,l) = Med ~ a1+ d
1

Observagdes:

1. sem interpretagdo fisica;
2. depende apenas da posi¢do e ndo do valor;
3. tem menos influéncia de dados atipicos;

4. pode ser usada em varidveis qualitativas ordinais.

1.4.3.3 Moda

Defini¢ao 1.11. Dadas as observagdes x1, ..., Xy, se x],..., x; deno-
tarem os k valores diferentes, a moda é dada pelo valor com maior

frequéncia.

Observagdo: Um conjunto de dados pode ser amodal, unimodal, bi-
modal, etc.

Problema: em varidveis continuas, frequentemente, observam-se pou-
cos valores repetidos. Assim, na maioria dos casos, esse tipo de
dado é amodal.

Alternativa: utilizar a classe com maior densidade, ou classe modal.

Aproximagio: assim, a moda pode ser aproximada pelo valor médio
da classe modal.
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Observagoes: A moda de um conjunto de dados

1. representa o(s) valor(es) mais provavel(eis);
2. é muito indicada em dados multimodais;

3. ndo é afetada por dados atipicos;
4.

pode ser usada em variaveis qualitativas.

2. Medidas de dispersao

Sao medidas para representar qudo disperso os dados estdo. As
medidas de dispersao mais usadas sdo:

amplitude amostral;

variancia;

desvio-padrao;

coeficiente de variagéo.

1.4.3.4 Amplitude

Sejam x1, ..., x;. que representam os elementos da amostra e sejam

X(1),- - X(n)- OS elementos ordenados:

Defini¢do 1.12. A amplitude da amostra é definida por
Amp = X(n) — X(l).

Vantagens:
— calculo rapido;
— facil interpretacao;
— alto impacto de dados atipicos.

1.4.3.5 Variancia

Definic¢ao 1.13. Varidncia populacional:

Q
N
Il
I |-
Nngs
|
N

(x; —x)".
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Variincia amostral:

Observagoes:

1. mais robusta a dados atipicos;

2. se os dados, por exemplo, sdo expressos em cm a varidncia é

em cm?;
4 " n )2 yn 2 52,
3. é possivel mostrar que Y./ (x; — %)~ = YL x; — n¥;
2 _ 1ymn 2 _ 52.
4. portanto 0 = 3} x7 — X5
2 1 n 2 n_ Z2.
5. e5° = g LX) — X
6. para dados apresentados em frequéncias intervalares, temos
que
2 1§ 2_ 2
m -
ot ==Y m(x')* —x
n =
i=1
e que
k
2 1 my2 no2
§° = ni(x" )" — x
n—1 L i) n—1""

i=1
onde x]" é o ponto médio do i-ésimo intervalo.

1.4.3.6 Desvio-padriao

Para remediar o fato de a varidncia ser expressa na unidade de me-
dida da varidvel ao quadrado, podemos calcular o desvio-padrao.

Defini¢do 1.14. O desvio-padrdo populacional é dado por

O desvio—padréo amostral é dado por
1 n
— 152 = Xi — %)2
° ° n—1 lzl( ! ) ’

A grande vantagem do desvio-padrao é que ele é expresso na mesma

unidade de medida dos dados.
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1.4.3.7 Coeficiente de variagio

Asmedidas de dispersdo apresentadas sdo influenciadas pela “gran-
deza” da varidvel estudada. E comum entdo representar o desvio-
padrdo como percentual da média. Denomina-se essa medida de
coeficiente de variagéo.
Definigdo 1.15. O coeficiente de variagdo populacional é dado por
o
CV=—,

onde u é a média populacional. O coeficiente de variacdo amostral
é dado por

CU =

RKi|l®»

onde ¥ é a média amostral.

Vantagem: Duas populagdes com médias muito diferentes podem
ter suas disper¢des comparadas através do coeficiente de variagdo.

1.4.3.8 Exemplo 2 - Continuacao

Retornando ao Exemplo 2. Tem-se que a distribui¢do de frequéncias

é dada por
N |0 1 2 3| Total
Freq. |2 11 12 5| 30
Assim,
s 2-04+11-1+12-2+5-3 ~ 167,
30
X(15) T X(16) 242
= = :2
Med 5 5 ,
e
Mod = 2.

Amp = x(39) —x(1) =3-0=3,

2, 11:12412-2245-32 30-1672 _ 104 83667 _ ...
29 29 29 29 R
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s ~ v0.701 ~ 0.837
) 0.837
s . o
0=<=7 0.501 = 50.1%.
1.4.3.9 Exemplo 3 - Continuacao
Retornando ao Exemplo 3. Tem-se
X [15,2.5] (25,3.0] (3.0,3.5] (3.54.0] (4.0,45] (45,5.0]
Pt. Méd. 2.00 2.75 3.25 3.75 425 4.75
Freq. 4 5 15 9 6 1
Freq. 0.100 0.125 0.375 0.225 0.150 0.025
F 0.100 0.225 0.600 0.825 0.975 1.000
Dens. 0.100 0.250 0.750 0.450 0.300 0.050

Assim, temos que

¥X~2-01+275-0125+---+4.75-0.025 ~ 3.363

05— F_; 0.5 —0.225

Med = a;_ =3 ~ 3.367,
c=a-t g 0750
¢ 3435
Classe” Modal = (3.0,3.5] = Mod ~ — =3.25.
Amp = X(4O) — X(l) =47-17= 3
4.22 45275 4. 4 1-4752  40-3363 46975 452391
. 39 T T 39 T 39 3 0
s =~ +0.445 =~ 0.667
e

0.667

U= %7 3363

~ 0.198 = 19.8%.

=i @



28Introdugdo a probabilidade e estatistica Exemplos e aplicagdes no R. Versdo preliminar. Ultima atualizagdo: 20 de dezemb



2

Probabilidade

Os primeiros estudos voltados a teoria das probabilidades tiveram
como origem questdes relacionadas aos jogos de azar. Cardano, Ga-
lileu, Pascal, Fermat e Huygens dedicaram estudos que contribuiram
para o que hoje chamamos de enfoque classico da probabilidade. Neste
capitulo, apresentaremos as defini¢des classica, frequentista, subjetiva
e axiomdtica de probabilidade e mostraremos que, para além das chan-
ces de ganho em jogos de azar, a teoria de probabilidades constitui-se
na atualidade em um dos ramos da matematica mais explorados pelas
ciéncias em geral. Para isso, iniciaremos este capitulo contrapondo os
conceitos de experimento deterministico e aleatério.

2.1 Experimentos aleatérios e deterministicos

Suponha a situacdo em que um engenheiro elétrico pretende me-
dir a corrente em um fio fino de cobre com o objetivo de estudar sua
condutividade elétrica. A esta atividade ou processo denominaremos
experimento.

Se repetissemos o experimento acima diversas vezes, observaremos
que os resultados diferem levemente de uma repeti¢do para outra, por
mais controlada que fosse a situagdo. Exemplos de varidveis que po-
dem influenciar no experimento acima:

e variagdes na temperatura ambiente no momento da realizagéo;
e variagdes nos equipamentos utilizados para realizar a medicao;

e impurezas na composicdo quimica do fio, se a medicao é realizada
em diversas localidades;

29
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e impulsos na fonte da corrente;

e entre uma infinidade de outros fatores.

Néo importa qudo cuidadosamente tenha sido conduzido o expe-
rimento, sempre existem varidveis de perturbagdo (ou ruido) que ndo
sdo controladas. Isso provoca aleatoriedade dos resultados obtidos em
diferentes realizagdes do experimento.

Defini¢do 2.1. Dizemos que um experimento é aleatério se, mesmo
quando repetido sob condi¢des idénticas, ndo é possivel predizer com
absoluta certeza o seu resultado. Frequentemente, experimentos aleatérios
sdo denotados pela letra E. Em contrapartida, um experimento é deno-
minado deterministico se, quando repetido sob as mesmas condicdes,
conduz a resultados idénticos, sempre.

Alguns outros exemplos de experimentos aleatérios:

1. E; = “uma peca é fabricada em uma linha de producéo e, depois de
inspecionada, é classificada como ‘defeituosa’” (D) ou 'ndo defeitu-
osa’ (N)”;

2. E; = “o ntmero de ligagdes que chega em determinado dia a um
call center é observado”;

3. E3 = "o tempo em minutos necessario para realizar uma reagdo
quimica é observado”.

2.2 Espaco amostral de um experimento e eventos

Uma vez identificado que um experimento realizado é aleatério,
voltamos a nossa atengdo aos possiveis resultados que esse experimento
pode fornecer. Note que, embora ndo saibamos o resultado que um ex-
perimento fornecerd, devemos poder listar todos os seus possiveis re-
sultados.

Defini¢ao 2.2. O CONJUNTO de TODOS os possiveis resultados de um
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experimento aleatério é denominado espago amostral do experimento.
Frequentemente, o espaco amostral é denotado pela letra ().

Nos exemplos anteriores os espacos amostrais seriam:
1. Op, = {D,N};
2. Qp, ={0,1,2...};
3. O, = {w:w >0} = (0,00).

Suponha que os exemplos anteriores sejam repetidos 2 vezes. Os
espagos amostrais agora passam a ser:

1. QT = QE1 X QE] = {DD[ DN,ND, NN},'
2. 05 = O, x Qp, = {(0,0),(0,1),(0,2),...,(1,0),(1,1),(1,2),...};
3. O = Qp, x Qp; = {(wy,w2) : wy, w2 > 0}

Em geral, quando conduzimos um experimento, ndo estamos in-
teressados apenas em um resultado em particular, mas sim em uma
colecdo destes. Isto é, em um subconjunto do espago amostral.

Definicdo 2.3. Um evento é qualquer subconjunto do espago amostral
de um experimento aleatério. Frequentemente, eventos sdo denotados
por letras iniciais do alfabeto maitsculas: A, B, C, .. ..

Exemplos de eventos dos espagos amostrais (2], ()5 e ()3:
1. A1 = “Pelo menos uma pega defeituosa” = {DD, DN, ND};

2. Ay ="Receber 4 liga¢des no total” = {(0,4), (1,3),(2,2),(3,1),(4,0)}
= {((AJ],CLQ) S Q; twWt+wy = 4};

3. A3 = “a soma dos tempos de duragdo das reagdes é de 5 minutos
oumais” = {(wy,wy) € O : w1 + wy > 5}

2.2.1 Operacdes com eventos

Um evento é essencialmente um conjunto, de forma que as relagdes
e resultados da teoria elementar dos conjuntos podem ser usados para
o estudo dos eventos.
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Defini¢do 2.4. Sejam A, B eventos de (), dizemos que A estd contido
em B se todos elementos de A pertencem a B, ou seja,

w€E A= wEB.

Neste caso, escrevemos A C B. Alternativamente, podemos dizer que
o evento B contém A (B D A).

Um sistema de organizacao e visualizacdo de eventos e manipula¢ées
de eventos bastante 1itil é o diagrama de Venn. Nele, o espago amostral
Q) é representado por um retdngulos e quaisquer outros eventos em ()
sdo representados por curvas fechadas, geralmente circulos. Por exem-
plo, no figura abaixo, apresentamos o Diagrama de Venn representando
A C B ou, similarmente, B D A.

Q

Dois eventos A e B, ambos contidos em (), sdo considerados iguais
se, e somente se, A C Be B C A. Denotamos essa situa¢do por A = B.
O conjunto vazio é representado simbologicamente por @ e estd contido
em qualquer outro evento do espago amostral.

Sejam A, B C () dois eventos. Podemos criar novos eventos a partir
de A e B através de operagdes de conjuntos. Operagdes bdsicas:

o Ainterseccdo de A e B é denotada por AN B e representa a ocorréncia
simultinea dos eventos A e B;

e A unido de A e B é denotada por A U B e representa a ocorréncia
dos eventos A ou B, ou de ambos;

o O complementar de A é denotado por A e representa a ndo ocorréncia
do evento A.
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Formalmente, temos que:

e ANB={weQ:we Aew € B,simultaneamente};

e AUB={weQ:weA ouw€eB, ouwe ANB};

e A'={weO:w¢gA}

Definicdo 2.5. Dois eventos A,B C () sdo disjuntos ou mutuamente
exclusivos se, e somente se, eles ndo puderem ocorrer simultaneamente,
ouseja, ANB =®.

Na figura a seguir, a drea sombreada no Diagrama de Venn repre-
senta o evento resultante da operacdo entre dois eventos A e B, ambos
contidos em ().

ANB AUB

A° ANB=0Q

Definiremos agora o conceito de particdo de um evento bastante ttil
no cdlculo de probabilidades.

Definicao 2.6. (Particdo de um evento) Seja A um evento ndo-vazio.
Uma familia de eventos Ay, Ay, ..., Ay, todos ndo-vazios, é uma particdo
de A se, e somente se, satisfaz as seguintes condig¢des:

1. AfUA U ..U A, = A (eventos exaustivos) e
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2. AN Aj =@,V i# j(eventos mutuamente exclusivos).

Ay Ag

Figura“2.2.1
Parti¢do do evento A em eventos mutuamente exclusivos.

Outros importantes resultados com respeito a operagdo entre dois
eventos sdo dadas a seguir:

o (A9 = A
e (ANB) = A°UB;
e (AUB) = A°NBS;

e AUA=0eANA*=Q;

AUD=Ae AU =)

e AN =0e ANQ=A4

r=0e0 =0

AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

(N AN = (A1N---NA) = AJU---UAS = UL A5

(UL A) = (AjU---UA,) = A{N---NAS =N AS
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2.3 Probabilidade

Como visto na se¢do anterior, a todo experimento aleatério temos
associado uma espago amostral (). O objetivo da probabilidade é atri-
buir a cada evento A em (2 um ntimero que nos fornega a informagdo de
qudo verossimil é a ocorréncia desse evento A. Tal ntimero, denotado
por P(A), nos dard uma medida da chance do evento A ocorrer. De
maneira geral, podemos atribuir probabilidades aos diferentes resul-
tados de experimento aleatério e estas devem satisfazer aos seguintes
axiomas (propriedades basicas) de probabilidade.

Definicdo 2.7. Uma medida de probabilidade é qualquer fun¢do de
eventos P(-) que satisfaca as seguintes propriedades:

2. P(A) > 0,se A C Q) é evento;

3. Se A1, Ay, ..., A; sdo eventos mutuamente exclusivos (disjuntos) em
Q entao

P(A1UAU..UA,) = Y P(A)
i=1

Sejam (2 espago amostral e A, B C () eventos. Uma fungdo de pro-
babilidade definida de acordo com os axiomas de probabilidade satis-
faz as seguintes propriedades:

1. P(A%) =1—P(A);

2. P(@) =0;

3. P(A) < P(B),se A C B;

4. P(B— A) = P(B) — P(ANB),onde B— A = BN A%;
5. P(B— A) = P(B) — P(A),se A C B;

6. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).
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Todas 6 propriedades anteriormente apresentadas podem ser de-
monstradas a partir do conhecimento da operagdo entre eventos e da
Definigdo Por exemplo, mostremos que se A C B entdo P(A®) =
1 — P(A). Para isso, considere o seguinte seguinte diagrama de Venn:

(@)

AC

Note que AUA® = ) = P(AU A®) = P(Q). Da Definigao
temos que P(Q)) = 1. Considerando n = 2, A} = A, Ay = A° e lem-
brando que os eventos A e A sdo disjuntos, fazemos uso da Proprie-
dade 3 também da Definigdo[2.7]e obtemos que

P(AUAY) = P(Q) & @.1)
P(A)+P(A%) = 1< 2.2)
P(A) = 1-—P(A°).

Os axiomas de probabilidade ndo determinam probabilidades, mas
apenas estabelecem regras que garantem que as medidas de probabili-
dade sejam consistentes com nogdes intuitivas da medida. Como atri-
buir entdo probabilidades aos eventos do espago amostral? Para isso,
vejamos as interpreta¢des cldssica, frequentista e subjetiva de probabi-
lidade.

2.3.1 Interpretacao classica

Baseada no conceito de que todos os resultados do experimento
aleatério tem a mesma chance de ocorréncia e, portanto, seriam equi-
provaveis. O célculo de probabilidades por esta interpretagdo passa
por identificar todos os resultados do experimento aleatério em um
namero finito de casos mutuamente exclusivos, simétricos e igualmente
possiveis de ocorrer tendo sua origem associada aos jogos de azar. E



Probabilidade 37

esta interpretagdo que nos leva a afirmar que a probabilidade de obter
uma “cara” no lancamento de uma moeda é 1/2. De maneira geral, se
Q={ws,...,w,}entdo

1
Plw;) = e i=1,...,n

Interessante notar também que as técnicas de andlise combinatéria
sdo amplamente utilizadas aqui j4 que muitas vezes se requer a con-
tagem de ntimero de casos favordveis aos evento dentre o ntimero de
casos possiveis do experimento aleatério para se poder determinar a
medida de probabilidade via esta interpretagéo.

2.3.2 Interpretacao frequentista

Quando o espago amostral () for infinito enumeravel, ou seja, () =
{w1,wy, ...}, ainterpretacdo classica de probabilidade ndo pode ser uti-
lizada. A interpretagdo frequentista sustenta que a probabilidade de
um certo evento pode ser obtida avaliando a frequéncia relativa com
que este evento ocorre se o experimento aleatério pudesse ser replicado
infinitas vezes, de maneira idéntica e independente. No séc. XVIII, Buf-
fon langou 4040 vezes uma moeda, das quais 2048 desses resultou em
“cara”, obtendo uma frequencia relativa de 0,5046. Karl Pearson repe-
tiu o mesmo experimento 24000 vezes e obteve uma frequéncia relativa
de caras de 0,5005.

Observe que para a interpretagdo frequentista ndo sdo necessarias
as hipéteses de equiprobabilidade dos eventos elementares, tdo pouco
da finitude do espaco dos resultados, superando-se portanto as duas
restricdes impostas pela defini¢do cldssica. No entanto, vale ressaltar
que, na pratica, nem todos os experimentos aleatérios podem ser repli-
cados por diversas vezes sob as mesmas condigdes.

2.3.3 Interpretacdo subjetiva

Baseada no conceito de que a probabilidade de um evento A, P(A),
representa o “grau de crenga” que o observador tem a respeito da ocorréncia
do evento A. Nesse ponto de vista, individuos diferentes podem atri-
buir probabilidades diferentes para o mesmo evento A. Por exemplo,



38Introdugdo i probabilidade e estatistica Exemplos e aplicagdes no R. Versio preliminar. Ultima atualizagdo: 20 de dezemb

um paciente doente submetido a um novo tipo de cirurgia quer saber a
sua probabilidade de cura. Ndo podemos obter essa probabilidade ba-
seada na repeti¢cdo do experimento (cirurgia), uma vez que a técnica é
pioneira. Esta probabilidade sera atribuida com base no conhecimento
do cirurgido e sua experiéncia pessoal.

Independente de qual interpretacdo fundamente a obtencdo da me-
dida de probabilidade, TODAS devem satisfazer a defini¢do axiomatica
de probabilidade apresentada na Defini¢do

2.3.4 Probabilidade Condicional

Imagine a seguinte situagéo:

e um canal digital de comunicacdo tem uma taxa de erro de um bit
por cada mil transferidos;

e embora raros, erros dessa natureza tendem a ocorrer em sequéncia;

e portanto, se um tnico bit for transmitido, podemos atribuir a pro-
babilidade de erro de comunicacédo de 1/1000;

e entretanto, se soubermos que o bit anterior apresentou erro, o bom
senso diz que o préximo bit terd probabilidade de erro maior do que
1/1000.

No exemplo acima, o conhecimento da ocorréncia de erro no bit an-
terior, altera a probabilidade de erro no préximo bit.

Em outras palavras, é possivel “atualizar” a probabilidade de um
evento quando temos informacédo da ocorréncia de outro.

Defini¢do 2.8. Sejam A, B C () eventos. A probabilidade do evento A
ocorrer, dada a ocorréncia do evento B, é dada por

P(ANB)
P(A[B) pE) s Se P(B) >0,
P(A), seP(B)=0.

Via diagrama de Venn, podemos identificar o eventos associados a
probabilidade condicional,no caso em que P(B) > 0, como segue.
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() )| ans

Exemplo 1: Suponha que um escritério possui 100 maquinas de calcu-

lar. Algumas dessas méaquinas sdo elétricas (E), manuais (M), novas (M)
e usadas (U). Um funcionario pega uma méquina e vé que é nova. Qual
a probabilidade de que ela seja elétrica?

Tipo | Elétrica Manual | Total

Nova 40 30 70
Usada 20 10 30
Total 60 40 100

Resolugdo:
Notagdo: P(E | N)

P(ENN) _ 40/100 _

P(N) ~ 70/100 0-57.

P(EIN) =

Assim, concluimos que, saber que o disco tem ao saber que a maquina
énova, a probabilidade dela ser elétrica é 0.57. Note que se ndo soubéssemos
que a maquina é nova, teriamos como probabilidade da maquina ser
apenas elétrica dada por 0.6.

Exemplo 2: Discos de policarbonato plastico sdo analisados com relagdo
a resisténcia a arranhdes e choque. Os resultados de 100 discos sdo
resumidos a seguir:

Res. a | Res. a choque | Total

arranhdo | Alta Baixa
Alta 80 9 89
Baixa 6 5 11
Total 86 14 100
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Sejam os eventos A = “alta resisténcia a arranhdes” e B = “alta
resisténcia a choques”. Qual a probabilidade de que um disco selecio-
nado ao acaso tenha:

(a) alta resisténcia para choques e arranhdes?

(b) alta resisténcia para choques ou arranhdes?

Calcule também a P(B — A) e P(A|B°). Interprete.
Resolugdo:

e P(ANB) =08;
o P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0.89 + 0.86 — 0.80 = 0.95.

O evento B-A estd representado na drea sombreada do diagrama
abaixo:

Logo, P(B— A) = P(B) —P(ANB) = 0.86 —0.8 = 0.06. Note
que 0.06 corresponde a probabilidade de ukm disco selecionado ter alta
resisténcia a choques e baixa resisténcia a arranhdes. Por outro lado,

P(ANBS)  0.09

P(AIB) = =55 = 014

~ 0.64.

Assim, concluimos que, saber que o disco tem baixa resisténcia a cho-
que diminui a probabilidade dele ter alta resisténcia a arranhédo de 0.89
para 0.64.
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2.3.5 Regra do produto de probabilidades

Uma das consequéncias da probabilidade condicional é a regra do
produto de probabilidades que corresponde ao calculo da probabili-
dade de interseccdo de dois eventos A e B em (), a partir da probabili-
dade condicional entre esses dois eventos. Ou seja,

P(A|B) = ID(;‘(Q)B) — P(ANB) = P(A | B)P(B)
P(B|A) = Pf(;)"‘) — P(ANB) = P(B| A)P(A).

Como seria a regra do produto entre 3 eventos?

P(ANBNC) = P(C|ANB)P(ANB) 2.3)
— P(C|ANB)P(B| A)P(A). 2.4)

Generaliza¢do: Sejam Aj, Ay, ..., A, eventos em (), tem-se que

P(A1NA3N...NAy) =P(Ay | A1NAyN...NAy_q) ... P(A3 | A|NAy)P(Ay | A)P(Ay).

Para demostrar essa generalizagdo basta considerar o principio da
indugdo fraca.

Exemplo: Duas lampadas queimadas (Q) foram acidentalmente mis-
turadas em uma gaveta com 4 lampadas boas (B). Suponha que duas
lampadas sdo retiradas ao acaso dessa gaveta, sem reposicao.

(a) Determine o espago amostral associado a esse experimento.

(b) Qual a probabilidade de que ambas as lampadas sorteadas estejam
queimadas?

(c) Qual a probabilidade de aparecer exatamente uma lampada quei-
mada?
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Resolu¢io:

Antes de responder aos itens, vamos apresentar o diagrama de arvores
que ilustra as possibilidades de retirada. Sejam Q; e B;, respectiva-
mente, a obtengdo de lampada queimada ou boa na i-ésima retirada,
comi=1,2.

Q2
/
P(Q2 Q1) =1/5
Q1 /
/ \

P(Qy) = 276 P(By | Q1) =4/5
/ \ B2
\ Q2

P(By) =4/6 —

P(Qa | By) =2/5
\ . /
\

P(B | By) =3/5

@ O ={(0Q1,Q2),(Q1,B2),(B1,Q2),(B1,B2)}.
(b) P(Q1,Q2) =P(Q1NQ2) =P(Q2| Q1)P(Q1) =% x 2 = .

(c) Seja C o evento “aparecer exatamente uma lampada queimada na
retirada de duas lampadas da gaveta, sem reposicdo”, entdo

Q1,B2) U (B1,Q2))

Q1N B2)U(B1NQ2))

Q1N By) + P(B1NQy)

By | Q1)P(Q1) + P(Q2 | B1)P(B1)
2.2 4

6 5 6

= —. (2.5)

P(C) = P
= P
=P
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2.3.6 Independéncia

Considere a mesma gaveta do exercicio anterior, com 2 lampadas
queimadas (Q) e 4 boas (B). Novamente retiraremos duas lampadas
dessa gaveta, mas agora sem reposi¢cdo. O novo diagrama de arvores

fica dado por:
Q2
/
P(Q2 ] Q1) =2/6
Q1 —
/ \

P(Qy) = 276 P(By | Q1) =4/6
/ \ BZ
\ Q2

P(By) =4/6 —

P(Q2 | B1) =2/6
\ 5, /
\
P(By | By) = 4/6
\ B
2
Note que

e P(Q2| Q) =2/6
[ ] P(Qz | Bl) :2/6

+P(B1NQ2) = P(Q2 | Q1)P(Q1) +P(Q2 |
x4=2

Entdo P(Q2 | Q1) = P(Q2 | By) = 2/6 = P(Qy). Portanto, ndo
importa se saiu uma ldmpada boa ou queimada na primeira retirada
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da gaveta, a probabilidade de sair uma ldampada queimada na segunda
retirada é 2/6, indicando independéncia entre os eventos.

Nos casos em que a probabilidade condicional de um evento A dado
ocorréncia de B é idéntica a probabilidade incondicional de A, dizemos
que os eventos A e B sdo independentes.

Defini¢do 2.9. Sejam A, B C () eventos. Dizemos que A e B sdo inde-
pendentes se qualquer uma das seguintes afirmacdes for verdadeira:

o P(A|B) = P(A);
e P(B|A) = P(B).

Como consequéncia, a regra do produto para eventos independen-
tes pode ser simplificada da seguinte forma:

Proposicdo 2.3.1. Sejam A,B C () eventos. Dizemos que A e B sdo inde-
pendentes se, e somente se,

P(ANB) = P(A)P(B).

Naéo ¢é dificil demonstrar essa proposicdo, por isso a deixamos a
cargo do leitor.

Observacio: E importante ressaltar que eventos independentes nao ne-
cessariamente sdo disjuntos. De fato, se dois eventos A,B € () sdo
disjuntos, eles sdo fortemente DEPENDENTES. Afinal, a ocorréncia de
um exclui completamente a possibilidade da ocorréncia do outro. Em
outras palavras, como A e B sdo disjuntos, temos que

P(ANB)
P(B)

P(ANB)

P(ANB) =0= P(A|B) = A

=0eP(B|A) = =0.
A Unica maneira de A e B serem disjuntos e independentes é quando
pelo menos um dos dois eventos tem probabilidade zero. Para ver isso,

note que
0=P(ANB)=P(A)P(B) = P(A) =00uP(B) =0.

O conceito de independéncia pode ser estendido para mais de dois
eventos, no entanto, alguns cuidados devem ser tomados. Por exemplo,
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considere como experimento o lancamento de dois dados. Defina os
eventos:
A = {o primeiro dado mostra um n° par},

B = {0 segundo dado mostra um n°® impar},
C = {os dados mostram simultaneamente nimeros pares ou impares}

. Nao é dificil ver que P(A) = P(B) = P(C) = 1/2 e que que os pares
de eventos A e B, Ae C, e B e C sdo dois a dois independentes. Por
outro lado, note que

P(C| ANB) = P(®) = 0 # P(C).

Assim, o conhecimento de que o evento A N B ocorreu, nos diz
que nado ha possibilidade do evento C ocorrer. Portanto, os trés even-
tos (A, B, C) ndo sdo mutuamente independentes, ainda que os eventos
dois a dois o sejam.

Definicdo 2.10. Dizemos que os eventos A1, Ay, ..., Ay C () sdo mutua-
mente independentes se, e somente, se:

P(A1, Ay, ..., Ay) = P(A1)P(A) ... P(Ay)

e para qualquer sub-colecdo contendo pelo menos dois eventos estes
sejam mutuamente independentes.

Exemplo: Em uma empresa de informaética, 2% dos equipamentos pro-
duzidos tem problemas elétricos, 0.8% tem defeitos na carcaca e 0.4%
tem defeitos na carcaga e elétricos, simultaneamente. Os eventos pro-
blemas elétricos e defeitos na carcaca sdo independentes?

Resolugio:

Sejam os eventos E = “equipamento com problemas elétricos” e C =
“equipamento com defeitos na carcaga”. Do enunciado temos: P(E) =
0.02, P(C) = 0,008 e P(ENC) = 0.004. Note que

P(E)P(C) = 0.02 x 0.008 = 0.0016 # P(E N C) = 0.004.

Portanto, os eventos E e C ndo sdo independentes.
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2.3.7 Aplicagdo: confiabilidade

Confiabilidade é a probabilidade de um sistema cumprir sem falhas
uma missdo com determinada duracéo. Sistemas mecanicos, elétricos e
bioldgicos podem ser estudados através desta teoria.

Por exemplo, considere os seguintes mecanismos:

G G ] G L

| | | |

| |
Figura”2.3.1 G
*

(a) Série Figura”2.3.2
*
(b) Paralelo

Sejam os eventos:
e S: o sistema funciona
¢ C;: o componente i funciona com probabilidade p;,i=1, 2.

Admita que os componentes funcionem um independentemente dos
outros.
Em (a), o sistema funciona quando ambos os componentes 1 e 2

funcionam simultaneamente. Assim,
indep.
P(S) = P(C, N G) "EF P(C1)P(Cy) = pipo.

Em (b), o sistema funciona se pelo menos um dos componentes fun-
cionar. Assim,

P(S) = P(Cl U Cz) = P(C1) + P(Cz) — P(C1 N Cz) = p1+p2—pip2-

Sistemas mais complexos podem ser analisados como uma composi¢do
de vérios sub-sistemas em série e/ou em paralelo. Por exemplo, as-
suma que o sistema a seguir foi construido a partir de 3 componentes
independentes.
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G |
S
| |
|
G
Assim,
P(S) = P((C1)N(CUG))
= P(C)P(CLUGCs)

= p1[P(C2) + P(C3) — P(C2 N C3)]
= pilp2+ p3 — pap3l-

2.3.8 Teorema da Probabilidade Total

Antes de apresentarmos formalmente o teorema da probabilidades
total, vejamos um problema cuja a solugdo nos ajudara a entender in-
tuitivamente o teorema.

Problema: Uma empresa de transportes recebe 20% de todo o com-
bustivel que utiliza da distribuidora Dy, 30% da distribuidora D, e 50%
da distribuidora D3;. Admita que as 3 distribuidoras sdo distintas e
ndo tem relagdo uma com as outras. Em um fiscalizagdo da prefeitura,
observou-se que 20% dos galdes de combustivel da distribuidora D
estavam adulterados, enquanto que para D, e D3 essa proporgédo era
de 5% e 2%, respectivamente. Se selecionar ao acaso um galdo de com-
bustivel, qual a probabilidade de ele estar adulterado?

Seja A o evento “o galdo estd adulterado”. Sabemos que

P(A| D) =02  P(A|D))=005  P(A]|D3)=0.02
P(Dy) =02 P(D;) = 0.3 P(D3) =05

Queremos obter P(A).
Para isso, considere a seguinte esquematizacao:
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QO

Dy Ds

D,

Através do diagrama de Venn, notamos que o evento A pode ser
representado como a unido dos eventos disjuntos AN D;, ANDye AN
Ds. Tais eventos sdo disjuntos pois as distribuidoras D1, Dy e D3 sdo
distintas e ndo tem relagdo uma com as outras. Sendo assim,

A= (AND;)U(ANDy)U(ANDs).

Dessa forma,

P(A) = P[(AND;)U(AND;)U(AND;3)]
=" P(ANDy)+P(AND,) +P(AND3)
"L P(A | Dy)P(Dy) + P(A | D2)P(D2) + P(A | D3)P(Ds)
= 0.2 x 0.2+ 0.05 x 0.3 +0.02 x 0.5
= 0.065

O diagrama de drvores para o exemplo em questdo ficaria dado por:
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A
/
P(A| D) =02
D —
1
\
P(A°|D;) =028
\ AC
P(D;) =02
A
/
P(A | Dy) = 0.05
P(D,) =03 D» —
P(A€ | Dy) = 0.95
\ AC
P(Ds) =05
A
/
P(A| D3) = 0.02
D —
3
\
P(A° | D3) = 0.98
\ AC

Definicao 2.11. (Teorema da probabilidade total) Considere o espaco
amostral Q) particionado em K eventos D1, Dy, . .., Dy conforme a Defini¢do
R.6le que P(D;) > 0,Vi =1,...,k. Entdo, para qualquer evento A refe-
rente ao espago amostral (2, temos que:

k
P(4) = Y P(A| D)P(D)).
i=1
Idéia da demonstragdo: Considere A = (AND;)U(ANDy)U...U
(AN Dy), observe que os eventos (AU D;),i =1,...,k sdo disjuntos e
aplique a regra do produto, de maneira similar ao procedimento reali-
zado para resolver o exemplo anterior.

Exemplo: Num total de 25 pecas, 5 delas sofreram excessivo encolhi-
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mento. Se duas pecas sdo selecionadas ao acaso, qual serd a probabili-
dade de que a segunda tenha sofrido excessivo encolhimento?

Seja E; = “i-ésima pega ter sofrido excessivo encolhimento”,i =1, 2.
Note que

P(E1) = 5/25,P(ES) = 20/25, P(Ey|E1) = 4/24 e P(E,|ES) = 5/24.

Além disso, Eq, E{f formam uma partigdo de (), portanto o teorema
anterior pode ser utilizado para encontrar P(E;) e fornece

54 20 5
_ ¢ cy_ 2 LU0
P(E;) = P(Ez|E1)P(Ey) + P(Ez|E{)P(E]) = 2521 T 2504
111
30 6 5

2.3.9 Teorema de Bayes

Em muitas situagdes, precisamos calcular a probabilidade condi-
cional de um evento, por exemplo, P(A | B), quando conhecemos a
P(B | A). Voltemos ao problema da empresa de transportes e o uso de
galdes de gasolina adulterados que nos motivou a intuir o teorema da
probabilidade total. Pergunta-se: sabendo que o galdo de gasolina es-
colhido é adulterado, qual a probabilidade de que tenha sido fornecido
pela distribuidora D;?

De fato, queremos obter a P(D; | A). Do enunciado do problema,
vimos que

P(A|Dy) =02 P(A | D) = 0.05 P(A | D3) =0.02
P(D1) =02 P(D;) =03 P(D3) =05
Da teoria de probabilidade condicional, sabemos que:
P(D1 N 4)
A

Por outro lado, pela regra do produto de probabilidades, temos que

P(Dy | A) =

P(D;NA) =P(A | D;)P(D;) = 0.2 x 0.2 = 0.04

e, pelo teorema da probabilidade total a P(A) = 0.065, pois, como
visto,

P(A) = P(A | D1)P(D1) + P(A | D2)P(D,) + P(A | D3)P(Ds3).
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Sendo assim,

P(DiNA)  0.04

= = 0.615.
A 0.065 0615

P(Dy | A) =

Vimos com este exemplo que é possivel inverter a ordem que con-
dicionamos os eventos e calcularmos a sua probabilidade. A teoria que
relaciona probabilidades condicionais da forma P(A | B) com proba-
bilidades condicionais da forma P(B | A) é conhecida por Teorema de
Bayes e serd formalizada a seguir.

Defini¢do 2.12. (Teorema de Bayes) Considere o espaco amostral ()
particionado em K eventos Dj,D», ..., Dy conforme a Defini¢do e
que P(D;) > 0,Vi =1,...,k, seja conhecidas. Suponha ainda que para
um evento A referente ao espaco amostral (), se conhecam as probabi-
lidades P(A | D;), Vi =1,...,k. Entdo,

P(A | D;)P(D;)

P(D; | A) = v*  P(A| D;)P(D;)

’ g Ko

A demonstragao desse teorema é similar aos pacos executados para
resolver P(D; | A) no problema da empresa de transportes e o uso de
galdes de gasolina adulterados e, portanto, serd deixado como exercicio.

2.4 Variavel aleatoria

Em qualquer experimento, ha diversas caracteristicas que podem
ser observadas ou medidas. Denominaremos como varidvel aleatéria
toda fun¢do que nos permite associar aos resultados do experimento
um ndmero real. Por exemplo, considere os experimentos:

= “duas pegas de uma linha de produgdo sdo inspecionadas e classifi-
cadas como “defeituosa’ (D) ou ‘nao defeituosa’ (N)”;

= “uma linha de produgdo é observada até a produgdo da primeira
peca defeituosa”;

= “um ponto em um circulo de raio unitério é escolhido ao acaso”.
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Fixado cada experimento, suponha que se tenha interesse em obser-
var certas caracteristicas especificas associadas a ele. Por exemplo,

e em Ej, X; = “ntimero de pegas defeituosas observadas”;
e em £y, X, = “niimero de pegas produzidas até a interrupg¢ao”;
e em E3, X3 = “distancia do ponto sorteado ao centro do circulo”.

Observe que X;, X; e X3 sdo fungdes (numéricas) dos resultados
(ndo necessariamente numéricos) do experimento aleatério ao qual estdo
associadas.

Neste caso, dizemos que X, X, e X3 sdo varidveis aleatdrias.

Definigdo 2.13. Sejam () espago amostral de um experimento aleatério
Eew € () um de seus resultados. Se

X: O—=NR
w = X(w)

dizemos que X é varidvel aleatéria (v.a.).
Q
X(")

=
3
%"

Ha dois tipos fundamentalmente diferentes de varidveis aleatoérias:
variaveis aleatérias discretas e varidveis aleatdrias continuas. Para se
fazer essa classificagdo, serd necessario conhecer o conceito imagem as-

sociado a uma variavel aleatdria.

Definicdo 2.14. O conjunto de todos os possiveis valores que uma varidvel

aleatéria X pode assumir é denominado imagem de X e denotado por
Im(X).
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Dessa forma, para os experimentos Ej, E; e E3 e as respectivas vardveis

aleatérias associadas, X1, Xp, X3 definidas anteriormente, podemos iden-

tificar as seguintes imagens para cada uma das varidveis aleatdrias:

1. Im(X;1) = {0,1,2}, pois Xj representa o numero de pegas defeituo-
sas observadas no experimento Ej;

2. Im(Xy) = {1,2,3,...}, pois X, representa o niumero de pegas pro-
duzidas até a interrupgdo e

3. Im(X3) = {x:0<x <1} =0,1], pois X3 = representa a distancia
do ponto sorteado ao centro do circulo.

Ha diferengas entre Im(X7), Im(X;3) e Im(X3):
1. Im(X7) é um conjunto finito;
2. Im(X;) é um conjunto infinito contével (ou enumeravel);
3. Im(X3) é um conjunto infinito ndo contével (ou ndo enumeravel).

Defini¢ao 2.15. Dizemos que uma varidvel aleatéria X é discreta se
Im(X) é um conjunto finito ou infinito enumeréavel. Caso a Im(X) seja
um conjunto ndo-enumeravel, dizemos que uma varidvel aleatéria X é
continua.

Portanto, X; e X, sdo varidveis aleatérias discretas, enquanto X3 é
uma variaveis aleatérias continua.

Apresentamos agora alguns exemplos de varidveis aleatorias e sua
classificagao:

e O tempo que um projétil gasta para retornar a Terra — continua;

e O ndamero de vezes que um transistor em uma memoria de compu-
tador muda de estado em uma operacdo — discreta;

o O volume de gasolina que é perdido por evaporacio, durante o en-
chimento de um tanque de gasolina — continua;

o O didmetro de externo de um eixo usinado — continua;

e O numero de fraturas que excedem meia polegada em 10 milhas de
uma auto-estrada interestadual — discreta;
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o O peso de uma pega pléstica moldada por injecdo — continua;
e O nimero de moléculas em uma amostra de gas — discreta;
e A concentracdo de saida de um reator — continua;

e A corrente em um circuito elétrico — continua.

Lembre-se que um experimento é considerado aleatério se, mesmo
quando repetido sob as mesmas condigdes, ndo é possivel predizer com
absoluta certeza o seu resultado. Nessa situacdo, definimos o conceito
de espago amostral () e identificamos cada um dos possiveis resulta-
dos do experimento aleatério por w. Note que o resultado w é des-
conhecido a priori e, como uma varidvel aleatéria é uma fungdo de (),
entdo o valor resultante da varidvel aleatéria X(w) também é desco-
nhecido, dessa forma, devemos tratar a varidvel aleatéria X probabi-
listicamente. Abordagens diferentes devem ser consideradas nos casos

discreto e continuo.

2.5 Varidveis aleatdrias discretas

Relembremos o experimento E; em que duas pecas de uma linha
de produgdo sdo inspecionadas e classificadas como ‘defeituosa’ (D)
ou ‘nédo defeituosa’ (N) e a v.a. X; representando o ntimero de pegas
defeituosas observadas em E;. Vimos que que Im(X;) = {0,1,2}. No
diagrama abaixo apresentamos os possiveis resultados do experimento
aleatério e a varidvel aleatéria associada.

Ko

-,

12 retirada:

22 retirada:

~
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Perceba que cada valor x € Im(X;) induz a um evento em () e esses
eventos formam uma parti¢do do espago amostral. Isto é, Ay = {w €
Q : X(w) = x}, em que x = 0,1,2, formam uma partigdo de (). Em
outras palavras:

e Ay={(N,N)};

e A1 ={(N,D),(D,N)};

e Ay ={(D,D)}.
Portanto, é natural definir a probabilidade da v.a. assumir um valor x
como a probabilidade do evento induzido por x. Isto é,

P(X =x) = P(Ay),"x =0,1,2.

Adicionalmente, suponha agora que as pegas sdo classificadas como
defeituosas com probabilidade p > 0 e de que as classificagdes das
pecas sdo independentes. Assim, temos que

P(X =0) = P(Ag) = P({(N,N)}) = P({N})P({N})
=(1-p)1-p)=Q1-p)?

P(X=1) = P(A1) = P{(N, D), (D,N)})
{(N,D)}) + P({(D,N)})
{N})P({D}) + P({D})P({N})
1=p)+A=pp=2p(1-p)
P(X =2) = P(Ay) = P{(D,D)}) = P({D})P({D})
=pp=r-

Ou seja, associado a cada possivel resultado da varidvel aleatéria,
conseguimos especificar a probabilidade de observar aquele valor quando
o experimento aleatdrio for realizado. de maneira geral, chamamos de

funcédo de probabilidade de uma varidvel aleatéria X a funcido que as-
socia a cada possivel valor da v. a. a sua probabilidade de ocorréncia.
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Defini¢do 2.16. Sejam X v.a. discreta com imagem Im(X) e Ay, x €
Im(X), a parti¢do de Q) induzida pelos possiveis valores de X. A fungdo
de probabilidade (f.p.) de X é definida por

Px(x) = P(X = x) = P(Ax),x € Im(X).

2.5.0.1 Propriedades de uma f.p.

Seja X v.a. discreta com imagem Im(X). A fungdo de probabilidade
Px(x), x € Im(X), satisfaz as seguintes propriedades:

1. Px(x) = P(Ax) >0, Vx € Im(X), pois Ay é evento de ();

2. ZXEIW!(X) Px(x) = erlm(X) P(Ax> = 1, afinal A,, x € Im(X), é
uma parti¢do de Q).

Retornando a v.a. X3, é facil ver que Px(x) > 0, x € Im(X). Além
disso, temos que

Exercicio: Obtenha a fung¢do de probabilidade da v.a. X, e mostre que
as propriedades (1) e (2) acima também valem para a f.p. da v.a. Xp.

Podemos imaginar a funcdo de probabilidades de uma varidvel aleatéria
como sendo um modelo para a distribuicdo de frequéncias de uma
varidvel quantitativa discreta.

Por exemplo, suponha que um dado honesto é arremessado. Qual
a fungdo de probabilidade da v.a. discreta X = “face do dado voltada
para cima”?

Temos que Im(X) = {1,2,...,6}. Como supomos que o dado é
honesto, podemos postular que todas as faces ocorrem com a mesma
probabilidade. Assim, a f.p. de X é dada por

1
Px(x) = 8,”x =1,2,...,6.
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Portanto, se repetissemos o arremesso do dado uma quantidade
grande de vezes, esperariamos que a frequéncia relativa da face x se
aproximasse do modelo postulado Px(x).

Na tabela a seguir mostramos um estudo em que simulamos n = 50,
200 e 10000 arremessos de um dado equilibrado.

Face

n 1 2 3 4 5 6
Prob. - 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167 0.167
50 0.220 0.200 0.120 0.100 0.160 0.200
Freq. | 200 |0.145 0.150 0.195 0.185 0.180 0.145
10000 | 0.159 0.166 0.165 0.175 0.168 0.168

Note que a medida em que se aumenta o niimero de lancamentos do
dado, a frequéncia relativa de se sair cada face tende a se aproximar da
probabilidade teérica conhecida. Tal construgdo esta associada a ideia
frequentista de probabilidade, como ja discutido anteriormente.

2.5.0.2 Funcio de distribui¢do cumulativa

Suponha que no exemplo anterior (arremesso do dado), estejamos
interessados em P(X < 2). Essa probabilidade é facilmente obtida. De
fato

P(X§2)2P<U{X:k}> =) P(X=k)
k<2 k<2
= P(X=1)4P(X=2) =2 = 1.

Podemos generalizar a probabilidade cumulativa acima.

Defini¢do 2.17. Seja X v.a. discreta com f.p. Px(x). A fun¢do de distribuicdo
cumulativa (f.d.c.) de X é definida por

Fx(x) =P(X<x)=) P(X=k),"x€R.
k<x

Note que a f.d.c. Fx(x) de uma v.a. discreta X é definida para todo
x € R e ndo somente para aqueles x € Im(X).
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Vejamos no caso do exemplo do arremesso do dado como ficaria sua
funcéo de distribui¢do cumulativa:

0, x <1,
Fx(x)= Y P(X=k =4 & 1<x<s,
k<x 1, x> 6,

onde |x]| denota o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo,
|13.5] =3.

E possivel utilizar a f.d.c. de uma v.a. discreta para determinar a sua
fungdo de probabilidade.
Observe no gréfico abaixo que

P(X =x) = Fx(x) — Fx(x7),“x € Im(X),

isto é, a f.p. de X no ponto x, Px(x), é o salto que ocorre na f.d.c. de X
neste ponto. Na equagdo acima, a expressdo

Fx(xi) = lim Fx(t),

t—x—

isto ¢, o limite de Fx(t) quando f tende a x pela esquerda.

1 Fx(x)
6/6 [
5/6 *—0
4/6 *—0 I P(X = 4)
3/6 *—0
2/6 *—0
1/6 *——-o0
1 2 3 4 5 6 x

Outras propriedades da f.d.c. sdo:
e Fx(x) = 0, quando x — —oo;
e Fx(x) — 1, quando x — oo;
o x <y= Fx(x) < Fx(y).

Exercicio: Calcule e esboce o gréfico da fungdo de distribuigdo cumu-
lativa da variavel X5.



Probabilidade 59
2.5.0.3 Esperanca e variancia

Apresentemos agora o conceito de esperanga e média de uma variavel
aleatoria.

Definicdo 2.18. Seja X v.a. discreta com f.p. Px(x). A esperanca e a
variancia de X sdo definidas, respectivamente, por

n=EX)= } xPx(x)
xelm(X)

Povar(X)= Y (—pPPx() = Y Py(x)— i
xelm(X) xeIm(X)

Nas duas equagdes acima vimos que valores com maior probabili-
dade tém mais peso no célculo da esperanca e da varidncia. Vale res-
saltar que na literatura estatistica a esperanca também é chamada por
valor esperado ou média de uma varidvel aleatéria.

Da mesma forma que a f.p. representa um modelo teérico para as
frequéncias relativas, a esperanga y e a variancia ¢ representam valo-
res tedricos para a média ¥ e a variancia s2.

Dessa forma, esperamos que ao repetir o experimento uma quanti-
dade muito grande de vezes, esperamos que os valores de ¥ e de s se
aproximem de y e 02, respectivamente.

Retornemos ao exemplo do arremesso do dado. Temos que

+...+6é:u:3,5

=
o)}

6
H= B0 = Y aPx(x) =1

6
1 1

2 2 2 _q2 2 2

= Var(X) = p —pt=1r—+4+..-4+6°--35

24 ... 2
= Pt--+6 12.25 = % —12.25 ~ 15.167 — 12.25 = 2.917.
Na tabela a seguir simulamos o lancamento de um dado por 50,
200 e 10000 vezes. Uma vez lancado os dados e colhida a amostra, foi
calculado a média amostral e a varidncia amostral.
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Valores U o?
teéricos | 3.5 2917
n % s?

50 3.380 3.424
200 3.630 2948
10000 | 3.499 2.904

Note que a medida que o nimero de lancamentos aumenta, a média
e a variancia amostrais se aproximacéo da média y e da variancia o
da via.. Dessa forma, a esperanca pode ser entendida com a média
aritmética dos resultados da varias aleatdria se o experimento pudesse
ser repetido infinitas vezes sob as mesmas circunstancias. A varidncia

nos informaria sobre a dispersdo desses valores.
Exercicio: Encontre os valores de E(X;) e Var(Xj).

2.5.0.4 Propriedades importantes de esperanca e varidncia

Sejam X e Y v.a. discretas e a e b constantes. As seguintes proprie-
dades sao satisfeitas:

e E(a) =ua;

e Var(a) =0;

E(aX+b) =aE(X)+1;
e Var(aX +b) = a®Var(X);

e E(X+Y)=E(X)+E(Y);

Se X e Y sdo v.a. discretas independentes, Var(X +Y) = Var(X) +
Var(Y).

Exemplo: Suponha que o ntimero de falhas X em uma liga tem a se-
guinte f.p.:

x [0 1 2 3
Px(x) |04 03 02 0.1
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O lucro L obtido na venda da liga depende do nimero de falhas X
na mesma da seguinte forma, L = 4 —2X. Na venda da liga, qual o
lucro esperado e a sua varidncia?

Resolugado: Temos que

p=EX)=03+2-02+3-01=1

3
o2 =Var(X) = Y x*Px(x) —p*=03+4-02+9-01—-1=1.
x=0

Logo E(L) = 4 —2E(X) = 2e Var(L) = 22Var(X) = 4.

Ou seja, esperamos um lucro médio de 2 unidades monetérias (u.m.),

com uma variancia de 4 u.m?.

2.6 Alguns modelos discretos

Vamos estudar alguns modelos probabilisticos padroes que podem
ser usados em diversas situagdes praticas.

2.6.1 Modelo uniforme discreto

Defini¢do 2.19. Seja X v.a. discreta com imagem Im(X) = {a,a +
1,...,b—1, b}, ondea < b € Z. Dizemos que X tem distribuigdo uni-
forme entre a e b se

1

() =y

“x=a,a+1,...,b—1,b.
Notagdo: X ~ UD(a,b).

Temos que se X ~ UD(a,b), entdo

_b+a

p=EX)=—
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e
(b—a)(b—a+2)
12

Exemplo 1: Uma empresa tem 48 linhas telefonicas a para atendimento

0% = Var(X) =

ao consumidor. Em determinado instante o sistema de atendimento é
observado. Defina X = “ndmero de linhas em uso” e suponha que X
tem distribui¢do uniforme discreta. Qual a esperanca e a varidncia de
X?

Resolugio:
E 6bvio que, neste caso, 7 = 0 e b = 48.
Portanto, temos que y = E(X) = ¥ = 24 e que 0? = Var(X) =

48-50 __
350 — 200.
m

Exercicio: Considere ainda o exemplo acima e defina Y = “percentual
de linhas em uso”. Qual a esperanca e a varidncia de Y?

2.6.2 Modelo uniforme binomial

Muitos experimentos sdo tais que os resultados da varidvel aleatéria
estd a ocorréncia ou ndo de determinada caracteristica (docotdomica/indicadora).
Por exemplo,

cara
(1) langamento de um moeda: ¢ ou
coroa;

face 5 ocorre
(2) langamento de um dado: ¢ ou
ndo”(1,2,3,4,6);

tem defeito
(3) peca selecionada em um lote: ¢ ou
ndo.
2.6)

Defini¢ao 2.20. Considere um experimento E o qual pode ocasionar
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apenas dois resultados: s = “sucesso”; e f = “fracasso”. O espago
amostral desse experimento é:

QE = {S,f}.
Denominamos E de experimento de Bernoulli.
Observe mais alguns experimentos de Bernoulli a seguir:

e L[ = “observar uma amostra de ar e verificar se ela possui alguma
molécula rara”;

e £ = “observar um bit transmitido através de um canal digital e
verificar se ele foi recebido com erro”;

e £ = “em uma questdo de multipla escolha um candidato tenta adi-
vinhar a resposta correta”.

Seja E o experimento que consiste em n repeti¢des independentes
de um experimento de Bernoulli nos quais a probabilidade de sucesso
P({s}) := p permanece inalterada. Defina X = “o nimero de sucessos
observados nas n réplicas”.

E evidente que Im(X) = {0,1,...,n}. Vamos encontrar a f.p. de X,
ou seja, desejamos obter Px(x) = P(X =x),x =0,1,...,n.

e Fixe algum x € Im(X);

o Em n repeticdes, x sucessos (e n — x fracassos) ocorrem com proba-
bilidade p*(1 —p)"%;

e Néo importa a ordem em que 0s x sucessos e 0os 1 — x fracassos ocor-
rem, a probabilidade acima permanece inalterada. Por exemplo:
n—x—1

x n—x x—1

PUSTRTF 1) = PUSTRfs o f)) = pH(1—p)"

A pergunta que surge é: de quantas maneiras diferentes podemos
ter x sucessos em n repeticdes?

Posicédo

escolhida | 1* 22 ... x-ésima
Posicoes
disponiveis | n n—1 ... n—x+1
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A principio poderiamos imaginar erroneamente que temos

n!

n(n—])(n—Z)...(Tl—x-i-l):m

maneiras de ter x sucessos em n repeti¢cdes. Na equacgdo acima a! =
a(a —1)...2-1. Define-se 0! = 1. Entretanto, existem redundancias
nestas combinagoes.

Logo, devemos dividir (nﬁi'x)' pela quantidade de permutagdes que
podemos fazer com as x posi¢des escolhidas, a saber: x!. Portanto, ob-

servamos que obtém-se x sucessos em # repeti¢des de

o~ (+)

maneiras possiveis.

Dessa forma,

ondex =0,1,...,n.

Defini¢do 2.21. Seja X v.a. discreta com conjunto imagem Im(X) =
{0,1,...,n} e f.p. dada por

n
X

Px(x) = ( )p"(l -p)" 5 "x=0,1,...,n.

Dizemos que X tem distribui¢do binomial com # repeti¢des e probabi-
lidade de sucesso p. Notagdo: X ~ B(n, p).

Se X ~ B(n, p), entdo sua esperanga e sua variancia sao dadas, res-
pectivamente, por
p=EX)=mnp

0% = Var(X) = np(1 — p).

Exemplo: Um estudante faz um teste de multipla escolha com 25 questdes,
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cada uma com 4 alternativas, apenas chutando as respostas. Qual a pro-
babilidade de o estudante acertar mais do que 20 questdes? Quantas
questdes ele acerta em média e com qual varidncia?
Resolugio:

Estamos interessados em X = “ndmero de questdes certas das 25 do
teste”. Temos que X ~ B(25, }1) Logo,

_ . ) < (25 x 25-x _ g .10—10
P(X>20)= ) P(X=x)= ), N (0.25)*(0.75) =9-1071,
x=21 x=21

E(X) =np =25-0.25=6.25

Var(X) = np(1 —p) =25-0.25-0.75 = 4.6875.

2.6.3 Modelo geométrico e binomial negativo

Considere o experimento E que consiste em repeti¢des independen-
tes de um experimento de Bernoulli com probabilidade de sucesso P({s}) =
p até a ocorréncia do primeiro sucesso. Defina X = “ntmero de réplicas
realizadas”. Qual o conjunto imagem de X? Im(X) = {1,2,...}.
Exercicio: Mostre que a f.p. de X é dada por:

Px(x)=P(X=x)=(1-p)* p“x=1,2,....

Definicdo 2.22. Seja X v.a. discreta com conjunto imagem Im(X) =
{1,2,...} e f.p. dada por

Px(x)=P(X=x)=(1-p)* p“x=1,2,....

Dizemos que X tem distribui¢gdo geométrica com probabilidade de su-
cesso p. Notagdo: X ~ Geo(p).

Se X ~ Geo(p), entdo




66Introducio a probabilidade e estatistica Exemplos e aplicagdes no R. Versdo preliminar. Ultima atualizagdo: 20 de dezemb

Exercicio: Defina Y = “ntmero de fracassos até a ocorréncia do pri-
meiro sucesso”. Verifique que Py(y) = (1 — p)Yp e encontre E(Y) e
Var(Y). Dica: Y = X — 1, logo

Py(y) =P(Y=y)=P(X-1=y)=P(X=y+1)=Px(y+1).

A v.a. geométrica pode ser generalizada. Considere o experimento
E que consiste em repeti¢des independentes de um experimento de Ber-
noulli com probabilidade de sucesso P({s}) = p até a ocorréncia do
k-ésimo sucesso. Defina X = “Numero de réplicas realizadas”. Qual o
conjunto imagem de X? Im(X) = {k,k+1,...}.

E possivel mostrar que

Px(x)=P(X=x)= (i_i)pk(l —p)¥ R x=kk+1,....

Defini¢do 2.23. Seja X v.a. discreta com conjunto imagem Im(X) =
{k,k+1,...} e f.p. dada por

—1
Py(x) = P(X = x) = <;§_1)pk(1 )R x=kk+1,....

Dizemos que X tem distribui¢do binomial negativa com k sucessos e
probabilidade de sucesso p. Notagdo: X ~ BN (k, p).

Se X ~ BN(k, p), entdo

Observacoes:

e ¢é possivel mostrar que uma v.a. binomial negativa com k sucessos e
probabilidade de sucesso p é a soma de k v.a. geométricas indepen-
dentes com probabilidade de sucesso p;

e a diferenca entre uma v.a. binomial e uma binomial negativa é que,
na primeira o nimero de réplicas é constante e o nimero de su-
cessos € aleatério, enquanto na segunda o nimero de réplicas é
aleatdrio e o ntimero de sucessos é constante;

e se X ~ BN(k,p), comk =1, entdo X ~ Geo(p).
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Exemplo: Um sistema de tolerdncias de defeitos, que processa transa¢ées
para uma financeira usa trés computadores e age da seguinte forma: se
o computador em operagdo falha, um dos dois de reserva o substituem;
caso este venha a falhar, ele é substituido pelo dltimo. Considere que
uma falha durante qualquer transagdo ocorre com probabilidade 10~2.
Qual o ntimero médio de transac¢des até que todos os computadores
falhem?

Resolugdo:
Defina X = “ntimero de transac¢des até que os trés computadores
falhem”. Temos que X ~ BN(3,1072). Logo,

E(X) = —

= 1oz = 3107 =300

Exercicio: Qual o nimero médio de transac¢oes sem falha?

2.6.4 Modelo hipergeométrico

Considere um lote de N pecas com K defeituosas. Suponha que n
pecas serdo sorteadas sem reposicdo desse lote e serdo inspecionadas.
Seja X = “ntmero de pegas defeituosas encontradas nas n sorteadas”.
Vale ressaltar alguns comentérios:

1. podemos enxergar o processo de inspecao de cada pega como uma
realizacdo de um experimento de Bernoulli, onde ela serd classifi-
cada como defeituosa (sucesso) ou ndo defeituosa (fracasso);

2. porém, as repeti¢cdes de cada experimento ndo sdo mais indepen-
dentes;

3. portanto, embora parecida com a v.a. binomial, pelo fato das repeti¢des
dos experimentos de Bernoulli ndo serem independentes, X tem ou-
tra fungdo de probabilidade.

Qual o conjunto imagem de X?
Im(X) = {max(0,n — (N —K)),..., min(K,n)}.

Afinal:
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e K>n=X<neK<n= X <K,logo
X < min(K, n);
e N—k>n=X>0eN—-k<n=X>n—(N-—k),logo

max(0,n — (N — K)).

E possivel mostrar que

Ky (N—K
Px(x) = Lﬂ,”x € Im(X).

Definicdo 2.24. Seja X v.a. discreta com conjunto imagem Im(X) =
{max(0,n — (N — K)), ..., min(K,n)} e f.p. dada por

)G
()
Dizemos que X tem distribuigdo hipergeométrica com N elementos, K

do tipo 1 e n sorteados. Notagdo: X ~ HG(N, K, n).

Px(x) = ,x € Im(X).

E possivel mostrar que, se X ~ HG(N, K, n), entdo

(%)

(N—n)
1 % —n

onde p = K/N. O termo (*) é conhecido como fator de corregdo.

Exemplo: Em uma loteria, sorteiam-se 6 niimeros de 40 sem reposicéo.
Um jogador escolhe seis ntimeros. Qual a probabilidade de que o joga-
dor acerte os seis ntimeros? Qual a probabilidade de quecinco dos seis
nameros escolhidos pelo jogador sejam sorteados?

Resolugao:

Temos N = 40 ntimeros no total, n = 6 sao escolhidos pelo jogador
e K = 6 sdo os que de fato sdo sorteados (tipo 1). Queremos encontrar,
primeiramente, a probabilidade de que o jogador acerte os seis nimeros

(g)(63_46) 3416! 6-5-4.3.2
Px(6) = PIX=6) (49) 40! 40-39-38-37-36-35
! L _31.107

T 10-13-37-16-6-7 3232320
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Exercicio: Responder a segunda questéo.

69

2.7 Varidveis aleatdrias continuas

Suponha que X é uma v.a. continua. Devido a natureza ndo contavel

de Im(X) neste caso, ndo devemos estabelecer probabilidades “ponto-

a-ponto” conforme no caso discreto.

Caso discreto

v
Um modelo para

Caso continuo

v

as frequéncias
relativas em cada

Um modelo para
as densidades

ponto de Im(X)

Devemos considerar entdo o histograma de densidades e aproximar

a P(a < X < b) através da drea do hostrograma na regiao de (a, b].
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N Freq. rel. de (a,b]

f(x) Prob.dea < X <b

A

dy

dy/
/

dy

2.7.1 Funcao densidade de probabilidade

Defini¢do 2.25. Seja f(x) uma funcéo, tal que:
e f(x) >0, paratodo x € R;
e adrea entre f(x) e o eixo horizontal é igual a 1.

Dizemos que f(x) é funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) de al-
guma v.a. continua.

Exemplo: Seja

c(x+1), -1<x<0;
flx)=4¢ ¢(1—x/2), 0<x<2
0, caso contrario.

Para qual valor de ¢, f(x) é densidade?

Resolugio:

Note que o grafico associado a f(x) é dada por:
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Note que, ¢ deve ser maior que 0. A drea abaixo de f(x) por sua vez
4 C _ 3¢ _ 2
€ 5 +c= 7. Logo, devemos ter c = 3.

Uma vez definida uma v.a. continua X com func¢do densidade de
probabilidade f(x), como obter probabilidades a partir dela? A proba-
bilidade P(a < X < b) é dada pela drea entre a f.d.p. f(x) e o eixo
horizontal compreendida no intervalo (a,b]. Assim, a probabilidade é
calculada fazendo-se

P(a< X <b)= /bf(x)dx.

Por este motivo
Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)

e, além disso,
P(X =x) =0, paratodo x € R.

Exercicio: Mostre que se X tem a f.d.p. do exemplo anterior, entdo

13

P(-05< X <05)=—.

(-05< X <0.5) 7

Uma dica: sempre que possivel faca o gréfico da funcdo de densidade e
localize a regido para qual quer se calcular a probabilidade. Por exem-

plo, aqui,
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2.7.2 Funcao de distribui¢ao cumulativa

Defini¢do 2.26. Seja X vaa. continua com f.d.p. f(x). Definimos a
funcdo de distribuigdo cumulativa de X por Fx(x) = P(X < x).

Exemplo: Retornando ao exemplo anterior, vamos obter a fun¢do de
distribuigdo cumulativa (f.d.c.) da varidvel aleatéria X, ou seja, Fx(x) =
P(X < x).

Resolugio:
Suponha que —1 < x < 0. Considerando o grafico abaixo da funcéo
de densidade e associando a f.d.c. a 4&rea sombreada, temos que

Assim,
Fx(x) =P(X <x) = 1",

se —1 < x <0.

Suponha agora que queiramos obter a fungdo de distribuigdo cu-
mulativa de um x localizado entre 0 e 2. Analogamente ao que fizemos
para —1 < x < 0, temos que a Fx(x), paraum 0 < x < 2 é dad pela
soma de duas areas, a de um tridngulo (2/3) e do trapézio (2x — "6—2),
como segue.

A
WIN

Assim,

se) <x<2.
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Nao se esquegam, no entanto, que a f.d.c. é definida para todo x € R
e ndo somente para aqueles x € Im(X). Assim, a fungdo de distribuigdo
cumulativa é dada por

0, x < -1;
(x+1)2/3, —-1<x<0;
A=Y 00w 2 g<ren
3T3 e V= ’
1, x>2
e tem como respectivo gréfico

1

3

o —--

Alternativamente, a funcdo de distribuicdo cumulativa de uma v.a.
continua X com f.d.p. f(x) pode ser definida como segue:

Fyx(x) = P(X < x) = /_xoof(t)dt.

Uma das propriedades da f.d.c. Fx(x) é que é possivel recuperar a f.d.p.
da v.a. X através de

Fx) = 2 Fx(x).

Dessa forma, no exemplo anterior, temos que

p %(x—i—l), -1<x<0;
f(x):EFX(x): %(1—%), 0<x<2
0, c. C.

No caso continuo, a fungido de distribuicdo cumulativa satisfaz as
mesmas propriedades que no caso discreto. A saber:

e Fx(x) — 0, quando x — —oo;

e Fx(x) — 1, quando x — oo;
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e x <y = Fx(x) < Fx(y);
o P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a).

A ltima propriedade enunciada anteriormente pode ser vista através
da seguinte figura:

P(a <X< b) = Fx(b) — Fx(a).

Além disso, a f.d.c. de uma v.a. continua é uma fung¢do continua.
Assim como as medidas de probabilidade, a esperancga e a varidncia
sdo definidas no caso continuo através do uso de integrais.

Defini¢do 2.27. Seja X vaa. continua com f.d.p. f(x). Definimos a
esperanga e a varidncia de X por

p=EX) = [ xf(x)dx

—00

[e9) (e}
0% = Var(X) = / (x — p)*f(x)dx = / X2 f(x)dx — .
Exercicio: Encontre a esperanga e a variancia da v.a. continua com f.d.p.
(x+1), -1<x<0;

(1-x/2), 0<x<2;
caso contrario.

flx) =

O LN WIN

~
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2.8 Alguns modelos continuos

2.8.1 Modelo uniforme continuo

Definigdo 2.28. Seja X v.a. continua com conjunto imagem I[m(X) =
[a,b] e com f.d.p. dada por

1
ﬂﬂ:{éﬁ’cc

Entédo, dizemos que X tem distribui¢do uniforme continua no intervalo
[4,b]. Notagdo: X ~ Ula, b].

A seguir apresentamos os graficos da funcdo de densidade e da
funcdo de distribuigdo cumulativa quando X ~ Ula, b].

Exercicio: Mostre que

0, se”xja,
Fx(x) = 3=2, se’x € [a,b],
1, se“x;b.

Suponha que X ~ Ula,b]. E possivel mostrar que a esperanca e a
variancia de X sdo dadas, respectivamente, por

a+b,

E(X) = = /e”Var(X):(b_a)z.

12

Exemplo: Suponha que o tempo em segundos requerido para comple-
tar uma operagdo de montagem seja X ~ U[30,40]. Determinemos:

1. a proporgdo de operag¢des que duram mais do que 37.5 segundos;

2. o tempo que é excedido por 90% das montagens;
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3. amédia e a varidncia da duragdo das montagens.

Resolugio:
*
| 25
‘ » 22 =(0.25
Em (1), temos que 1 10
40 —37.5 * >
37.5

Em (2) queremos encontrar x, tal que P(X > x) = 0.9. Note que

x—30
Y= =1- < =1—- -1 —
09=P(X>x)=1-P(X<x)=1-Fx(x) =1 10 =30
30 g1 x-30=1=x=31
10
Portanto, 90% das operagdes de montagem duram mais do que 31 se-
gundos.

Em (3), basta utilizarmos as férmulas de esperanga e variancia para
esse modelo. Logo, temos que ¢ = E(X) = ”zﬂ = 35e0? =
Var(x) = W020° _ 100 _g33

|

2.8.2 Modelo normal (ou gaussiano)

Defini¢do 2.29. Dizemos que X tem distribuicdo normal com média y

e variancia o se sua f.d.p. é dada por
1 _ ep?
) = =™ =
2702

Notagio: X ~ N(u,0?).

Abaixo apresentamos os grafico das funcoes de densidade de uma
variavel aleatdria com distribui¢cdo normal de média y e desvio-padrao
o.
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u—o I3 u+o x
Algumas observagdes relevantes:
e f(x) é simétrica com relagdo a y, isto é, f(x — u) = f(x + p),

+
e f(x) — 0, quando x —— oo,

e 0 valor maximo de x ocorre para x = y, isto é, f(x) =

o2’

® u — 0 ey~ 0 sdo os pontos de inflexdo da curva.

Principal importancia do modelo normal: grande aplicabilidade de-
vido ao Teorema Central do Limite (TCL).

:_}_(1_'_' o000 _X_ﬂ_: o Se fosse possivel observar R amostras de ta-
manho 7;
< o Estas gerariam R médias amostrais;
Q m:
< \3_? : 99 e Se n for muito grande o histograma das R
~ ]
T médias amostrais teria o formato aproximado
Lo
qQ = de uma normal;
N .

: e Os parametros seriam a média tedrica, u,
NI A e varidncia tedrica dividida pelo tamanho
[ = a2\ ! o2
:X ~ N (y, 7) | amostral, -

O TCL também nos fornece base tedrica para afirmar que, em al-
gumas situacdes, somas de muitas v.a.’s tém distribuigdo aproximada-
mente normal.

Exemplo: O desvio do comprimento de uma peca usinada do va-
lor em sua especificacdo pode ser pensado como soma de um grande
namero de efeitos:
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e pulsos na temperatura e na umidade;
e vibragdes;
e variag¢des no angulo de corte;
o desgaste da ferramenta de corte;
o desgaste do mancal;
e variacoes na velocidade rotacional;
e variagdes de montagem e fixagdo;
e varia¢des nas inimeras caracteristicas das matérias-primas.

Se os efeitos forem independentes, entdo se pode mostrar que o desvio
total tem distribui¢do aproximadamente normal.

2.8.3 Padronizac¢io

E possivel mostrar que, se X ~ N(u,0?), entdo a esperanca e a
varidncia de X sdo, respectivamente,

E(X) = pe Var(X) = o>

Defini¢do 2.30. Seja Z ~ N(0,1). Entdo dizemos que Z tem distribuigdo
normal padrdo.

Teorema 1. Se X ~ N(, 02). Entdo Z = % tem distribuicdo normal
padrdo.

Exemplo: Seja X a corrente em um pedaco de fio medida em mili-
ampéres. Suponha que X ~ N(10,4). Qual a probabilidade de realizar-
mos uma medida nesse fio que supere 13 miliampéres?.

Resolu¢do:

De fato, queremos encontrar P(X > 13).
Observe que P(X > 13) = P (X;” > 132;10> =P(Z>15)equea
area sombreada no grafico da funcdo de densidade a seguir esta associ-

ada a medida de probabilidade a se calcular.
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Como a fungado de densidade da distribui¢do normal é ndo integravel,
faremos uso da tabela da distribuicdo normal padrdo gerada por meio
de integracdo numérica. Existem vdrias versdes desta tabela na litera-
tura, neste trabalho faremos uso dessa:

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
11 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
12 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
14 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
15 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
17 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
18 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
19 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
23 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
25 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
27 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
29 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
32 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

Na tabela sdo fornecidas as P(Z < z), em que z < 0, como pode ser
visto na figura a seguir.

Note que, como esperado, a P(Z < 0) = 0.5. Voltemos ao nosso



80Introdugdo a probabilidade e estatistica Exemplos e aplicagdes no R. Versdo preliminar. Ultima atualizagdo: 20 de dezemb

problema, como calcular, fazendo uso da tabela da distribui¢do normal
padrédo, a P(X > 13)?
Note que, a probabilidade da corrente ultrapassar 13 miliampéres é

P(X>13)=P(Z>15)=1-P(Z <> 15) =1 —0.9332 = 0.0668.

Afinal, P(Z > 1.5) + P(Z <> 1.5) = 1 e a tabela fornece a P(Z <>
1.5) como 0.9332.

2.8.4 Aproximacao da binomial pela normal

Exemplo: Considere que uma linha de fabricacdo produz pecas defei-
tuosas com probabilidade de 0.05. Seja Y = “ntmero de pegas defei-
tuosas num total de 5000 observadas”. Percebemos que Y ~ B(#n,p),
onde n = 5000 e p = 0.05. Se fosse perguntado a probabilidade dessa
amostra conter menos do que 230 pecas defeituosas, como calcular essa
probabilidade?

A rigor, deverfamos calcular

229
P(Y <230) =} (505()) 0.05%(0.95)000-%,
x=0

Essa tarefa pode ser facilitada percebendo que, para n suficiente-
mente grande, o gréfico da fun¢do de probabilidades de uma v.a. B(n, p)
se assemelha muito com a f.d.p. de uma v.a. N(p,0?)!

Mas quais valores utilizar para y e ¢2? Para termos uma ideia a
respeito disso, apresentamos os graficos das fun¢ées de probabilidade
de duas v. a.”s, uma com distribui¢do B(30, 0.05)e outra B(5000, 0.5) e a
aproximacao pela distribui¢do normal em vermelho.

As curvas em vermelho foram geradas considerando N(np, np(1 —
p)). Notem que np corresponde a esperanga da binomial e np(1 — p) a
varidncia da binomial.
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Portanto, a probabilidade do exemplo anterior pode ser aproximada

da seguinte maneira:
P(Y < 230) = P(X < 230),
onde X ~ N(p,0?), com
= np =5000-0.05 =250 e 2 = np(1— p) = 5000-0.05-0.95 = 237.5.

Logo,
X—u < 230 — 250
o V2375

onde Z é a v.a. normal padrdo. Olhando a tabela temos que

P(Y < 230) ~ P(X < 230) = P( ) =P(Z < —1.29),

P(Y < 230) =~ 0.0985

O valor verdadeiro é 0.0904.

2.8.5 Modelo exponencial

Uma distribuigdo muito utilizada para representar o “tempo” (ou a
distancia) até a ocorréncia de determinado evento geralmente é mode-
lada pela variavel aleatéria exponencial.

Defini¢do 2.31. Seja X v.a. continua com conjunto imagem Im(X) =
[0, 00). Suponha que a f.d.p de X seja

Ae M, x> 0;
0, c.c.,

f(x) =



82Introdugdo a probabilidade e estatistica Exemplos e aplicagdes no R. Versio preliminar. Ultima atualizagdo: 20 de dezemb

onde A > 0. Dizemos que X tem distribuicdo exponencial com pardmetro
A. Notagdo: X ~ Exp(A).

E possivel mostrar que se X ~ Exp(A). Entdo,

L. >
y:E(X):XeU :Var(X):ﬁ.

O gréfico da funcdo de densidade para diferentes valores de A é
dado abaixo:

N Exp(0.5)

Exp(1)
Exp(2)

¥=x

Além disso, é possivel mostrar que a fungdo de probabilidade cu-

mulativa de X é dada por

Exemplo: Seja X = “tempo em anos decorrido até a falha de determi-
nado equipamento mecanico”. Suponha que X ~ Exp(A) e que em
média o equipamento demora 2 anos até falhar. Qual a probabilidade
de esse equipamento néo falhe antes de 3 anos?
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Temos que encontrar primeiramente o valor de A. Como y = E(X) =

% = 2. Entdo A = 0.5. Agora, temos que

P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X <3)=1-Fx(3)
=1-(1-e"3%) = x~022
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